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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
En la teor´ıa de juegos multicriterio convergen la teor´ıa de juegos tradicional
y la optimizacio´n multicriterio. Los resultados y avances en este campo permiten
representar y analizar situaciones de conflicto de intereses en las que intervienen
varios decisores, cada uno de los cuales tiene ma´s de un objetivo que alcanzar,
es decir, las utilidades de los agentes decisores son multidimensionales y pueden
representarse vectorialmente.
Los juegos con utilidades vectoriales difieren de los juegos escalares u´nicamente
en la dimensio´n del pago, pero esto es suficiente para que muchos resultados de la
teor´ıa de juegos cla´sica no tengan una generalizacio´n directa. La razo´n fundamental
es la dificultad an˜adida que supone trabajar con estructuras de orden parcial en los
pagos, en lugar del orden total que induce una u´nica funcio´n de valoracio´n.
Entre las razones ma´s importantes para estudiar juegos vectoriales destacamos
que pueden utilizarse para modelizar muchas situaciones de la vida real, en las que
hay que tener en cuenta varios objetivos, evitando definir funciones de escalarizacio´n
a partir de informacio´n quiza´ no muy precisa. Por ejemplo, la pol´ıtica de produc-
cio´n de dos empresas que compiten en un mercado puede analizarse como un juego
escalar. Sin embargo, cuando compiten simulta´neamente en varios mercados y los
resultados en cada uno de ellos no pueden agregarse, el estudio del problema conduce
de forma natural a un juego con utilidad vectorial.
Los juegos vectoriales fueron introducidos por Blackwell (1956) y, desde entonces,
esta teor´ıa ha evolucionado de forma similar a la teor´ıa de juegos convencional. Por
un lado, se analiza el problema con el enfoque cooperativo y por otro, se considera
el enfoque no cooperativo. Algunos resultados relativos a juegos vectoriales coopera-
tivos podemos encontrarlos en problemas de negociacio´n (Roemer, 2005; Ma´rmol et
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al., 2007; de Marco y Morgan, 2011; Monroy et al., 2015), problemas de reparto de
costes (Ferna´ndez et al., 2002; Nishizaki y Sakawa, 2001; Ferna´ndez et al., 2004) y
en problemas de votacio´n (Monroy y Ferna´ndez 2011, 2014). Con respecto a juegos
vectoriales no cooperativos los trabajos se centran, entre otros, en la caracterizacio´n
de nuevos conceptos de solucio´n (Ghose y Prasad, 1989; Puerto et al., 1999; Yu
y Li, 2000; Ferna´ndez et al., 2000a) modelos oligopol´ısticos (Krus´ y Bronisz, 1994;
Ferna´ndez et al., 2000b; Bade, 2005) y juegos con pagos difusos (Nishizaki y Sakawa,
2000; Peldschus y Zavadskas, 2005; Clemente et al., 2011).
El objetivo general de esta tesis es el estudio de procesos de toma de decisio-
nes estrate´gicas con mu´ltiples agentes, dentro del marco de la teor´ıa de juegos no
cooperativos con utilidades vectoriales. La caracter´ıstica comu´n de los problemas
que consideramos es que extienden los modelos cla´sicos a situaciones en las que la
informacio´n disponible sobre los resultados y sobre las preferencias de los agentes
no esta´ completamente especificada. Este marco incluye situaciones en las que la
incertidumbre sobre los resultados de la interaccio´n estrate´gica es una cuestio´n rele-
vante, y tambie´n situaciones en las que las preferencias de los agentes no se limitan
al propio intere´s, sino que incorporan otras motivaciones sociales.
En juegos no cooperativos, caracterizados por el principio de racionalidad indi-
vidual y por un comportamiento estrate´gico de sus jugadores, el concepto cla´sico de
solucio´n es el de equilibrio de Nash (Nash 1950, 1951). Este concepto lleva inherente
una condicio´n de estabilidad, ya que, fijadas las estrategias de los dema´s jugadores,
ningu´n jugador puede mejorar su resultado cambiando su estrategia. En otras pa-
labras, ningu´n jugador tiene incentivo para desviarse de su estrategia en equilibrio
porque no encontrara´ una estrategia alternativa que mejore su utilidad.
La extensio´n de equilibrio de Nash al caso vectorial se consigue eligiendo como
mejor respuesta de cada jugador a las estrategias de los dema´s jugadores, una solu-
cio´n eficiente del problema vectorial de maximizacio´n de su utilidad. En el Cap´ıtulo
2, para caracterizar el conjunto de equilibrios de Nash de un juego con utilidades
vectoriales, consideramos la representacio´n de las preferencias de los agentes me-
diante funciones utilitaristas e igualitaristas. Es usual que los agentes no puedan
establecer de forma precisa las preferencias entre sus posibles resultados, por lo que
esta falta de informacio´n potencial nos lleva a considerar que so´lo disponemos de in-
formacio´n parcial o incompleta sobre las preferencias de los agentes. En la literatura
existente sobre modelos con preferencias incompletas, las dos referencias cla´sicas son
Aumann (1962) y Bewley (1986). Posteriormente, estas estructuras de preferencias
se han estudiado desde varios puntos de vista. En particular, algunos autores han
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establecido una conexio´n formal entre preferencias incompletas y decisio´n multiob-
jetivo bajo certidumbre y bajo riesgo (Seidenfeld et al., 1995; Ok, 2002; Dubra et
al., 2004; Sagi, 2006).
La dificultad de la existencia de multiciplidad de equilibrios, que ya existe en
muchos casos en los juegos escalares, se ve agravada en los juegos con utilidades
vectoriales. Una forma de obtener procedimientos para reducir el conjunto de equi-
librios del juego es incorporar en el modelo informacio´n adicional. Consideramos
reglas de decisio´n adicionales basadas en diferentes actitudes de los agentes frente a
los resultados que pueden obtener, analizando una actitud conservadora, optimista
y neutral.
Una vez desarrollados estos resultados teo´ricos, en el Cap´ıtulo 3, los aplicamos en
el ana´lisis del modelo de bienes comunales (Hardin, 1968) y del modelo de oligopolio
de Cournot (Cournot, 1838), que no han sido tratados au´n desde esta perspectiva.
En el a´mbito de las ciencias sociales, el problema de los bienes comunales se ha
estudiado ampliamente pues la propiedad comu´n de los recursos ha acompan˜ado al
hombre a lo largo de su historia. En un principio, los estudios se enfocaron en el
peligro que el uso comu´n de los recursos conlleva para la conservacio´n, o para una
explotacio´n econo´mica eficiente de dichos recursos. En la de´cada de los cincuenta
del pasado siglo, Gordon (1954) y Scott (1955) tratan los recursos comunes desde
este punto de vista. El trabajo de Gordon analiza ciertas cuestiones relacionadas
con la economı´a de la pesca y su gestio´n en las culturas primitivas, y el caso de
los pastos comunales en la sociedad medieval. En la pesca, la propiedad comu´n
conduce a la sobrepesca y a la ineficiencia econo´mica. Por ello, este autor concluye
que la propiedad de todos es la propiedad de nadie. Del mismo modo, el trabajo de
Scott insiste en esta idea y sen˜ala que nadie se preocupa de conservar los recursos a
menos que sea su propietario, defendiendo, adema´s, la propiedad u´nica, que permite
planificar el uso del recurso a trave´s del tiempo de una manera econo´micamente ma´s
eficiente.
A partir del art´ıculo de Hardin (1968), la expresio´n tragedia de los comunes ha
llegado a simbolizar la degradacio´n del ambiente que puede esperarse siempre que
muchos individuos utilicen al mismo tiempo un recurso escaso. Si los u´nicos bienes
comunales de importancia fueran unas cuantas a´reas de pasto o algunas pesquer´ıas,
este problema tendr´ıa poco intere´s general. Pero no es el caso. La tragedia de los
comunes se ha utilizado para describir problemas tan distintos como la hambruna
del Subsahara en los an˜os setenta (Picardi y Seifert, 1977), la crisis de incendios
forestales en el tercer mundo (Thomson, 1977; Norman, 1984), el problema de la
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lluvia a´cida (Wilson, 1985), las relaciones entre el sector pu´blico y el sector privado
en las economı´as modernas (Scharpf 1987, 1988) o los problemas de cooperacio´n
internacional (Snidal, 1985), entre otros.
En el ana´lisis del problema de los bienes comunales que presentamos hemos mo-
dificado un supuesto esencial de los modelos econo´micos tradicionales: el principio
de racionalidad ego´ısta de los agentes. Segu´n este principio, la u´nica motivacio´n de
un agente es la bu´squeda de su propio intere´s. Sin embargo, el comportamiento hu-
mano es mucho ma´s complejo y la evidencia muestra que los agentes tienen otras
motivaciones. Por tanto, la introduccio´n de otros objetivos, adema´s del beneficio
individual que se presupone desde una perspectiva racional, no esta´ tan lejos de la
realidad. De esta forma, el cara´cter multidimensional de la utilidad aparece cuando
se asume como funcio´n de utilidad la de todos los agentes implicados en el modelo,
esto es, adema´s del beneficio individual, los agentes consideran el beneficio de todos
los competidores por la utilizacio´n del bien comunal. Desde esta perspectiva hemos
analizado la posibilidad de evitar el problema de la sobreexplotacio´n de los bienes
comunales y su aniquilacio´n. Hemos estudiado las consecuencias de la actitud al-
truista que muestren los agentes, as´ı como las de otras caracter´ısticas, tales como la
ecuanimidad o la imparcialidad.
De la misma forma, hemos analizado en el modelo de oligopolio de Cournot las
implicaciones que tiene el que las empresas, adema´s de su propio beneficio, conside-
ren los intereses de otros agentes econo´micos. El tratamiento tradicional del modelo
de Cournot considera un nu´mero de empresas que producen un bien homoge´neo.
Tienen que determinar su nivel de produccio´n actuando de forma estrate´gica y te-
niendo en cuenta que son econo´micamente racionales, es decir, buscan maximizar
sus beneficios. Sin embargo, en los u´ltimos an˜os se ha empezado a dar importancia
a una visio´n de la empresa basada en principios de responsabilidad social.
No hay una u´nica definicio´n de empresa socialmente responsable, pero podr´ıamos
resumirla como aquella empresa que se compromete a un comportamiento que ten-
ga en cuenta no so´lo el beneficio, sino tambie´n co´mo las decisiones de la empresa
afectan a otros agentes relacionados con ella, tales como empleados, otras empre-
sas, consumidores y el medioambiente. En Be´nabou y Tirole (2010) se presenta un
estudio detallado sobre el significado de responsabilidad social en las empresas.
El ana´lisis de la responsabilidad social y su impacto en el desarrollo de las em-
presas ha recibido una atencio´n considerable dentro de la comunidad acade´mica,
especialmente en el campo de las ciencias sociales. Las primeras nociones de la re-
lacio´n entre empresa y sociedad aparecen en la de´cada de los cincuenta del pasado
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siglo (Bowen, 1953). Ma´s recientemente, existen investigaciones emp´ıricas sobre ren-
dimiento financiero y responsabilidad social (Margolis y Walsh, 2001) y ana´lisis de
la modelizacio´n formal de la responsabilidad social (Baron, 2001, 2007; Calveras
et al., 2007; Giovanni y Giacinta, 2007). Crifo y Forget (2013) hacen una revisio´n
bibliogra´fica de la literatura econo´mica sobre responsabilidad social, tanto teo´rica
como emp´ırica. Kitzmueller y Shimshack (2012) tambie´n recogen una s´ıntesis de
la literatura correspondiente a las diversas l´ıneas de estudio sobre responsabilidad
social.
En el modelo de oligopolio de Cournot que estudiamos, hemos considerado que
cada empresa busca su propio beneficio y tambie´n valora otras utilidades, ya sean
los intereses de los consumidores mediante el excedente del consumidor, o bien al-
guna externalidad, tanto positiva como negativa. La novedad y ventaja del modelo
que presentamos frente al tratamiento tradicional de las externalidades y la respon-
sabilidad social en economı´a, es que mostramos un marco unificado de ana´lisis en
el que no tratamos la utilidad derivada del comportamiento social como un bene-
ficio monetario adicional, puesto que no lo es, y tratarlo de esa forma pervierte la
concepcio´n misma de lo que consideramos social.
En el Cap´ıtulo 4, tambie´n dedicado al oligopolio de Cournot, estudiamos co´mo
afecta la incorporacio´n de la incertidumbre en el modelo. La caracter´ıstica principal
de los problemas de decisio´n bajo incertidumbe reside en el grado de conocimiento
que el decisor tiene del entorno, del que conoce sus posibles concreciones, pero puede
no tener ninguna informacio´n ma´s.
En la literatura econo´mica encontramos estudios que analizan el papel de la
incertidumbre en los mercados oligopol´ısticos considerando, o bien que la funcio´n
de demanda del mercado no es conocida, o bien que los costes marginales de las
empresas se desconocen. Las metodolog´ıas ma´s usuales que se aplican en el estudio
de estos problemas son la teor´ıa de la utilidad esperada (Sandmo, 1971; Fontini,
2005; Ryu y Kim, 2011), modelos estoca´sticos (Bischi et al., 2004; Anam et al.,
2007; Chiarella y Szidarovszky, 2009) y juegos con dos etapas (Lu y Poddar, 2006;
de Frutos y Fabra, 2011, Lepore, 2012).
En algunos modelos de oligopolio bajo incertidumbre se tiene en cuenta el in-
tercambio de informacio´n entre las empresas. Con respecto a la incertidumbre en la
demanda, Novshek y Sonnenschein (1982), Clarke (1983), Vives (1984), Li (1985)
probaron que las empresas no se beneficiaban por intercambiar informacio´n. Con res-
pecto a la incertidumbre en los costes marginales, las contribuciones ma´s relevantes
son las de Gal-Or (1986) y Shapiro (1986). Prueban que si las empresas producen
5
1.1. Preliminares
productos substitutivos, entonces es ma´s beneficioso para las empresas compartir
informacio´n privada sobre sus costes. Posteriormente, Raith (1996) desarrolla un
enfoque unificado en el que derivan las conclusiones de los trabajos anteriores como
casos particulares.
El modelo que proponemos es una extensio´n del oligopolio de Cournot, en el que
la incertidumbre en la demanda se origina porque las empresas se enfrentan a dife-
rentes demandas de mercado en escenarios futuros y tienen que tomar sus decisiones
antes de que el escenario real ocurra. El ana´lisis que presentamos contribuye de va-
rias formas a la literatura existente. En primer lugar, el modelo se formaliza como
un juego con funciones de utilidad vectoriales, y desarrollamos nuestro estudio en
un entorno no probabil´ıstico pues, aunque los beneficios de las empresas dependen
de los escenarios futuros, no se dispone de informacio´n acerca de la probabilidad de
ocurrencia de dichos escenarios. Por tanto, los resultados sobre los equilibrios en la
extensio´n del modelo de Cournot no se basan en suposiciones o creencias relativas a
las distribuciones de probabilidad, por lo que nuestro ana´lisis cubre situaciones en
las que dicha informacio´n no se puede obtener. En segundo lugar, la incertidumbre
de las empresas se refiere tanto al precio de reserva como al nu´mero de consumidores
en el mercado, por lo que nuestro modelo va ma´s alla´ de los casos discutidos en la
literatura en los que la incertidumbre se considera so´lo en una de las dos formas
mencionadas. En tercer lugar, asumimos que no hay intercambio de informacio´n
entre las empresas. En cuarto lugar, consideramos distintas actitudes al riesgo que
pueden presentar las empresas. Finalmente, en la misma l´ınea de la regla de decisio´n
de la utilidad esperada maximin, introducida por Gilboa y Schmeidler (1989), ana-
lizamos el modelo considerando que las empresas pueden establecer un orden sobre
la probabilidad de ocurrencia de los posibles escenarios.
1.1. Preliminares
A continuacio´n, establecemos la notacio´n, definiciones y resultados ba´sicos que
utilizamos en el desarrollo de este estudio.
Definicio´n 1.1.1. Un juego en forma normal, G = {(Ai, ui)i∈N}, viene dado por
el conjunto de los agentes N = {1, . . . , n}, el conjunto de estrategias que puede
adoptar el agente i, Ai, y la correspondencia ui : ×i∈NAi → IR, que es la funcio´n de
utilidad del agente i.
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Un perfil de estrategias de todos los agentes, a = (a1, . . . , an), con ai ∈ Ai, para
un juego G se puede escribir como a = (ai, a−i), donde ai es la estrategia del agente i,
y a−i = (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an) representa las estrategias de los restantes agentes.
Para establecer el concepto de solucio´n en estos juegos se parte del supuesto de
que los agentes son racionales, es decir, buscan maximizar su utilidad.
Definicio´n 1.1.2. Un perfil de estrategias a∗ = (a∗1, . . . , a∗n) es un equilibrio de
Nash para el juego G = {(Ai, ui)i∈N} si /∃ i ∈ N con ai ∈ Ai tal que ui(ai, a∗−i) >
ui(a∗). Es decir, para cada agente i, a∗i es solucio´n del problema ma´xi∈N ui(ai, a∗−i).
Obse´rvese que en un equilibrio de Nash, ningu´n agente tiene incentivos para
desviarse unilateralmente de e´l.
La notacio´n de las desigualdades vectoriales que consideramos es la siguiente.
Sean x, y ∈ IRs, x > y significa xj > yj para todo j; x ≥ y significa xj ≥ yj para
todo j, con y 6= 0; y x = y significa que xj ≥ yj para todo j.
Denotamos los conjuntos
IRs+ = {y ∈ IRs : y ≥ 0} y IRs++ = {y ∈ IRs : y > 0},
∆s = {y ∈ IRs+ :
∑s
j=1 yj = 1} y ∆s+ = {y ∈ IRs++ :
∑s
j=1 yj = 1}.
Definimos a continuacio´n algunos conceptos a los que haremos referencia poste-
riormente.
Definicio´n 1.1.3. La envolvente convexa de S ⊂ IRs es el conjunto con(S) = {z ∈
IRs : z = αx+ (1− α)y, x, y ∈ S, α ∈ [0, 1]}.
Definicio´n 1.1.4. Un conjunto S ⊆ IRs es comprensivo si para cualquier y ∈ S y
para todo y¯ ∈ IRs tal que y ≥ y¯ ≥ 0, entonces y¯ ∈ S.
Definicio´n 1.1.5. Un conjunto S ⊆ IRs es estrictamente comprensivo si para cual-
quier y ∈ S y para todo y¯ ∈ IRs tal que y ≥ y¯ ≥ 0, entonces y¯ ∈ S y existe
z ∈ S, z > y¯.
Definicio´n 1.1.6. Sea un subconjunto S ⊂ IRs+
a) y¯ ∈ S es eficiente en S si no existe y ∈ S tal que y ≥ y¯. Denotamos por Ef(S)
el conjunto de puntos eficientes de S.
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b) y¯ ∈ S es de´bilmente eficiente (w-eficiente) en S si no existe y ∈ S tal que
y > y¯. Denotamos por Efw(S) el conjunto de puntos de´bilmente eficientes de
S.
Estos dos conjuntos coinciden bajo hipo´tesis no muy restrictivas, por ejemplo,
es suficiente que el conjunto S sea estrictamente comprensivo.
Proposicio´n 1.1.7. Si S es estrictamente comprensivo, entonces Ef(S) = Efw(S)
Demostracio´n. Por definicio´n, se verifica que Ef(S) ⊆ Efw(S). Para demostrar la
otra inclusio´n, sea y¯ ∈ Efw(S), entonces para cualquier y > y¯, se tiene que y /∈ S.
Supongamos que no es eficiente, es decir, existe y ∈ S tal que y ≥ y¯, y 6= y¯. Como S
es estrictamente comprensivo, entonces existe z ∈ S, z > y¯, lo que contradice que y¯
es w-eficiente. 2
Establecemos dos maneras de caracterizar los puntos eficientes y de´bilmente
eficientes de S. En primer lugar, analizamos la relacio´n entre estos puntos y las
soluciones de los problemas escalares asociados que optimizan las sumas ponderadas
de las componentes. Sea λ ∈ ∆s. Denotamos por Pλ(S) el conjunto de soluciones
o´ptimas del problema ma´xx∈S
∑s
j=1 λjxj,
Pλ(S) = {y ∈ S : y = argmaxx∈S
s∑
j=1
λjxj}
Denotamos P (S) = ∪λ∈∆sPλ(S) y P+(S) = ∪λ∈∆s+Pλ(S).
Proposicio´n 1.1.8. Sea un subconjunto S ⊂ IRs+
a) Sea λ ∈ ∆s. Si y¯ = argmaxx∈S
∑s
j=1 λjxj, entonces y¯ es w-eficiente. Es decir,
P (S) ⊆ Efw(S).
b) Sea λ ∈ ∆s+. Si y¯ = argmaxx∈S
∑s
j=1 λjxj, entonces y¯ es eficiente. Es decir,
P+(S) ⊆ Ef(S).
Demostracio´n. a) Sea λ ∈ ∆s. Si y¯ = argmaxx∈S
∑s
j=1 λjxj, entonces se verifica que∑s
j=1 λj y¯j ≥
∑s
j=1 λjxj, ∀x ∈ S. Razonemos por reduccio´n al absurdo, supongamos
que no es w-eficiente, es decir, existe x¯ ∈ S tal que x¯ > y¯, entonces ∑sj=1 λjx¯j >∑s
j=1 λj y¯j, lo que contradice que y¯ sea solucio´n de P (S). Luego, y¯ ∈ Efw(S).
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b) Sea λ ∈ ∆s+. Si y¯ = argmaxx∈S
∑s
j=1 λjxj, entonces
∑s
j=1 λj y¯j ≥
∑s
j=1 λjxj,
∀x ∈ S. Supongamos que y¯ no es eficiente, luego existe x¯ ∈ S tal que x¯ ≥ y¯,
entonces
∑s
j=1 λjx¯j ≥
∑s
j=1 λj y¯j, lo que contradice que y¯ sea solucio´n de P
+(S).
Luego, y¯ ∈ Ef(S). 2
Bajo ciertas hipo´tesis, todas las soluciones que se obtienen resolviendo los pro-
blemas ma´xx∈S
∑s
j=1 λjxj son puntos eficientes, como se demuestra en la siguiente
proposicio´n.
Proposicio´n 1.1.9. Sea λ ∈ ∆s, si y¯ es solucio´n u´nica del problema ma´xx∈S
∑s
j=1 λjxj,
entonces y¯ es eficiente, y¯ ∈ Ef(S).
Demostracio´n. La demostracio´n es ana´loga a la de la Proposicio´n 1.1.8, teniendo en
cuenta la unicidad de solucio´n del problema ponderado. 2
Observacio´n 1.1.10. En general, P (S) ⊆ Efw(S) y P+(S) ⊆ Ef(S), y estas inclu-
siones pueden ser estrictas. Si S es convexo, Efw(S) = P (S).
Por otra parte, determinamos la equivalencia entre puntos eficientes o de´bilmente
eficientes, y las soluciones del problema maximin ponderado correspondiente. Sea
α ∈ ∆s. Denotamos por Mα(S) el conjunto de soluciones o´ptimas del problema
maximin ponderado ma´xx∈S mı´nj=1,...,s{xj
αj
},
Mα(S) = {y ∈ S : y = argmaxx∈S mı´n
j=1,...,s
{xj
αj
}}
Se entiende que si algu´n peso es nulo, αj = 0, no se considera el cociente correspon-
diente. Denotamos M(S) = ∪α∈∆sMα(S) y M+(S) = ∪α∈∆s+Mα(S)
Proposicio´n 1.1.11. Sea un subconjunto S ⊂ IRs+
a) Sea α ∈ ∆s. Si y¯ = argmaxx∈S mı´nj=1,...,s{xj
αj
}, entonces y¯ es w-eficiente. Es
decir, M(S) ⊆ Efw(S).
b) Si y¯ es eficiente, entonces ∃α ∈ ∆s, tal que y¯ = argmaxx∈S mı´nj=1,...,s{xj
αj
},
es decir, Ef(S) ⊆M(S).
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Demostracio´n. a) Sea α ∈ ∆s. Si y¯ = argmaxx∈S mı´nj=1,...,s{xj
αj
}, se verifica que
mı´nj=1,...,s{ y¯j
αj
} ≥ mı´nj=1,...,s{xj
αj
}, ∀x ∈ S. Razonemos por reduccio´n al absur-
do, supongamos que existe x¯ ∈ S tal que x¯ > y¯, entonces mı´nj=1,...,s{ x¯j
αj
} >
mı´nj=1,...,s{ y¯j
αj
}, lo que contradice la hipo´tesis. Luego, y¯ ∈ Efw(S).
b) Sea αj = y¯j. Para probar que y¯ = argmaxx∈S mı´nj=1,...,s{xj
y¯j
}, supongamos
que existe y ∈ S, tal que mı´nj=1,...,s{yj
y¯j
} > mı´nj=1,...,s{ y¯j
y¯j
} = 1. Por tanto, yj > y¯j
para todo j = 1, ..., s , lo que contradice que y¯ sea eficiente. As´ı, y¯ ∈M(S). 2
Observacio´n 1.1.12. En general, se verifica Ef(S) ⊆ M(S) ⊆ Efw(S). Incluso
para α ∈ ∆s+, las inclusiones pueden ser estrictas. No obstante, bajo las condi-
ciones en las que los puntos eficientes y los de´bilmente eficientes son los mismos,
Ef(S) = Efw(S), e´stos coinciden con las soluciones o´ptimas de los problemas
ma´xx∈S mı´nj=1,...,s{xj
αj
}, con α ∈ ∆s+, es decir, Ef(S) = M(S) = Efw(S).
Existen otros resultados relacionados que permiten caracterizar todos los puntos
w-eficientes bajo ciertas hipo´tesis.
Proposicio´n 1.1.13. Sea S ⊂ IRs++, y¯ es punto w-eficiente de S si y so´lo si es y¯ =
argmaxx∈S mı´nj=1,...,s{xj
αj
} con αj > 0,∀j = 1, ..., s, es decir, M+(S) = Efw(S).
Demostracio´n. La inclusio´n M+(S) ⊆ Efw(S) se cumple dado que M+(S) ⊆M(S)
y por la Proposicio´n 1.1.11 a), M(S) ⊆ Efw(S). Probemos la otra inclusio´n. Si y¯ es
w-eficiente, sea α = y¯ > 0. Para probar que y¯ = argmaxx∈S mı´nj=1,...,s{xj
y¯j
}, supone-
mos lo contrario, es decir, ∃y ∈ S, y 6= y¯, tal que mı´nj=1,...,s{yj
y¯j
} > mı´nj=1,...,s{ y¯j
y¯j
} =
1. Por tanto, yj > y¯j para todo j, lo que contradice que y¯ sea w-eficiente. Por tanto,
Efw(S) ⊆M+(S). 2
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Cap´ıtulo 2
Equilibrios en juegos con
utilidades multidimensionales
2.1. Introduccio´n
La extensio´n natural del concepto de equilibrio de Nash para un juego con funcio-
nes de utilidad vectoriales fue introducida por Shapley (1959) para juegos bipersona-
les multiobjetivo de suma nula y de suma no nula. Entre los autores que estudiaron
la existencia de equilibrio de Pareto para este tipo de juegos, utilizando te´cnicas de
escalarizacio´n con un vector de pesos, destacamos a Zeleny (1975), Corley (1985) y
Borm et al. (1988).
Para juegos multiobjetivos n-personales, Zhao (1991) y Wang (1993) establecie-
ron condiciones suficientes que garantizan la existencia de equilibrio de Pareto. La
mayor´ıa de los resultados sobre la existencia de estos equilibrios se basa en los teo-
remas del punto fijo y en las desigualdades minimax de Kay Fan. Algunos de estos
resultados esta´n recogidos en Yu y Yuan (1998), Kim (2000), Allevi et al. (2003),
Chebbi (2008) y Patriche (2014).
Bade (2005) estudia la existencia de equilibrios de Pareto para las extensiones
multidimensionales de distintos modelos econo´micos cla´sicos. Considera juegos con
pagos vectoriales en los que las preferencias de los agentes son incompletas, que pue-
den representarse mediante funciones de utilidad vectoriales. Caracteriza el conjunto
de equilibrios de dichos juegos como la unio´n de los conjuntos de equilibrios de de-
terminados juegos escalares, en los que las preferencias de los agentes son completas.
En este contexto se enmarca nuestro estudio. Consideramos juegos con preferen-
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cias incompletas representadas por funciones de utilidad vectoriales. Los conjuntos
de equilibrios de los juegos con este tipo de preferencias son, en general, considera-
blemente ma´s amplios que los de los juegos con preferencias completas. Aunque este
hecho pueda parecer un inconveniente, permite solucionar problemas de no existen-
cia de equilibrio en juegos en los que, por razones operativas, se han modelado las
preferencias de los agentes como completas, au´n no disponiendo de toda la informa-
cio´n. Esto permite ampliar el conjunto de equilibrios original, resolviendo de este
modo el problema de la no existencia. Esta es la forma en que Roemer (1999, 2001)
y Bade (2003) abordan el problema de la no existencia de equilibrio en modelos de
competicio´n pol´ıtica multidimensional entre dos partidos pol´ıticos.
El tratamiento de las preferencias incompletas se puede realizar desde distintas
perspectivas. En nuestro estudio consideramos dos modelos: el utilitarista (Mill,
1971) y el igualitarista (Rawls, 1971). Desde un punto de vista utilitarista, con
objeto de conseguir el ma´ximo bienestar para los agentes, se maximiza la suma
ponderada de las componentes de su funcio´n de utilidad vectorial. Por otra parte, el
igualitarismo persigue valorar a los menos favorecidos basa´ndose en los principios de
igualdad de oportunidades, por lo que se maximiza el mı´nimo de las componentes
ponderadas de la funcio´n de utilidad vectorial de los agentes.
Estas representaciones de las preferencias fueron estudiadas en el campo de la
teor´ıa de la decisio´n multicriterio por Hinojosa y Ma´rmol (2011). Nosotros aplicamos
ambos modelos para el estudio de los equilibrios en los juegos con pagos vectoriales.
En los dos casos, las ponderaciones o pesos utilizados para formalizar la funcio´n
de valoracio´n se pueden interpretar como la importancia relativa asignada a las
diferentes utilidades individuales.
En general, en los juegos con utilidades vectoriales el conjunto de equilibrios
es amplio, por lo que es conveniente obtener refinamientos de ellos incorporando
consideraciones adicionales. La introduccio´n en el problema de informacio´n adicional
sobre las preferencias de los agentes, que estableceremos mediante conjuntos de
pesos, nos permite obtener diferentes subconjuntos de los equilibrios ma´s acordes
con la informacio´n disponible. Es tambie´n posible refinar la identificacio´n de los
equilibrios incorporando las distintas actitudes que los agentes pueden mostrar a la
hora de elegir sus estrategias.
En la siguiente seccio´n de este cap´ıtulo se definen y caracterizan los equilibrios de
Nash generalizados para un juego vectorial. A continuacio´n, se establecen diferentes
formas de caracterizacio´n de las preferencias de los agentes, desde los puntos de
vista utilitarista e igualitarista, analizando la determinacio´n de los equilibrios en
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cada contexto. Y, por u´ltimo, se realizan algunos refinamientos de los equilibrios de
Nash teniendo en cuenta diversas caracter´ısticas del comportamiento de los agentes.
2.2. Equilibrio de Nash
Un juego vectorial en forma normal viene representado por G = {(Ai, ui)i∈N},
donde N = {1, . . . , n} es el conjunto de los agentes, Ai es el conjunto de estrategias
que puede adoptar el agente i y la correspondencia ui : ×i∈NAi → IRsi es la funcio´n
de utilidad vectorial del agente i, ui := (ui1, . . . , u
i
si). Sea J
i = {1, ..., si}.
Un perfil de estrategias de todos los agentes, a = (a1, . . . , an), con ai ∈ Ai, para
un juego G se puede escribir como a = (ai, a−i), donde ai es la estrategia del agente i,
y a−i = (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an) representa las estrategias de los restantes agentes.
La siguiente definicio´n generaliza el concepto cla´sico de equilibrio de Nash en el
sentido de Pareto. Establece que un perfil de estrategias a∗ es un equilibrio de Nash
si y so´lo si ningu´n agente obtiene un resultado preferido al del equilibrio modificando
su posicio´n, si el resto no modifica la suya.
Definicio´n 2.2.1. Un perfil de estrategias a∗ = (a∗1, . . . , a∗n) es un equilibrio de
Nash para el juego G = {(Ai, ui)i∈N} si /∃ i ∈ N con ai ∈ Ai tal que ui(ai, a∗−i) ≥
ui(a∗).
Denotamos E(G) al conjunto de todos los equilibrios de Nash de un juego G.
Alternativamente, se puede escribir que a∗ es un equilibrio para el juego G si
∀i ∈ N , ∀ai ∈ Ai, ui(ai, a∗−i)  ui(a∗).
El equilibrio de Nash no lleva a lograr el mejor resultado conjunto para todos los
participantes, sino a que todos los agentes obtengan una utilidad individual que sea
no dominada, teniendo en cuenta que cada uno de los agentes va a intentar hacer
su mejor jugada.
Dado que la utilidad individual viene dada por una funcio´n vectorial, determinar
un equilibrio de Nash del juego G incluye considerar soluciones en el sentido de
Pareto de problemas de decisio´n multicriterio, por lo que a los equilibrios de Nash
de este tipo de juegos se les llama tambie´n equilibrios de Pareto. De hecho, un perfil
de estrategias, a∗, es un equilibrio de Nash para el juego G = {(Ai, ui)i∈N} si para
todo i ∈ N , a∗i es una solucio´n eficiente del problema de optimizacio´n vectorial
ma´xai∈Ai ui(ai, a∗−i).
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Para un agente i, denotamos por Ri a la correspondencia de mejor respuesta del
agente i. En el caso de utilidades vectoriales, la mejor respuesta de un agente a una
accio´n de los dema´s agentes no es, en general, u´nica, sino que es un subconjunto
de su conjunto de estrategias, Ri(a−i) ⊆ Ai. Coincide con las estrategias de dicho
agente tales que si se desv´ıa de ellas no mejora su funcio´n de utilidad en todas sus
componentes.
Definicio´n 2.2.2. Una estrategia a∗i es una mejor respuesta del agente i a las es-
trategias de los restantes agentes a∗−i en el juego G = {(Ai, ui)i∈N} , a∗i ∈ Ri(a∗−i),
si y so´lo si /∃ ai ∈ Ai tal que ui(ai, a∗−i) ≥ ui(a∗).
Como consecuencia, un perfil de estrategias a∗ = (a∗i, a∗−i) es un equilibrio de
Nash para el juego G = {(Ai, ui)i∈N} si y so´lo si a∗i ∈ Ri(a∗−i) para cada agente
i. De este modo, los equilibrios de Nash se pueden calcular como la interseccio´n de
todos los conjuntos de perfiles de estrategias (Ri(a−i), a−i).
Para identificar todos los equilibrios de Nash, consideramos la reaccio´n de cada
agente teniendo en cuenta cada funcio´n componente uij de su funcio´n de utilidad
vectorial, para i ∈ N, j ∈ J i, a la que denotamos rij. Para el agente i, la j-e´sima
componente de ui, uij, proporciona la correspondencia de mejor respuesta r
i
j, como
en el juego escalar con funcio´n de pagos uij.
De este modo, se puede establecer que, bajo determinadas condiciones de conve-
xidad, el conjunto de reaccio´n para cada agente viene delimitado por el mı´nimo y el
ma´ximo de las funciones de mejor respuesta para cada perfil de estrategias.
Lema 2.2.3. Para el juego G = {(Ai, ui)i∈N}, tal que cada Ai es un conjunto conve-
xo no vac´ıo de un espacio eucl´ıdeo de dimensio´n finita y ∀i ∈ N , uij es estrictamente
co´ncava en su propia accio´n para cada j ∈ J i, entonces
Ri(a−i) = {ai ∈ Ai : ri(a−i) ≤ ai ≤ r¯i(a−i)}.
donde ri(a−i) = mı´nj=1,...,si rij(a
−i) y r¯i(a−i) = ma´xj=1,...,si rij(a
−i).
Demostracio´n. Cualquier estrategia ai tal que ai < ri(a−i) no esta´ en el conjunto de
reaccio´n, Ri(a−i), porque hay un valor ai = ri(a−i), tal que uij(a
i, a−i) ≥ uij(ai, a−i),
de modo que las componentes uij no disminuyen ya que son estrictamente co´ncavas en
su accio´n y alcanzan su ma´ximo en rij(a
−i) , por lo que ai 6∈ Ri(a−i). Ana´logamente,
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si ai > r¯i(a−i), en (a¯i, a−i), con a¯i = r¯i(a−i) las componentes no disminuyen, por
tanto, ai 6∈ Ri(a−i).
Si ai verifica ri(a−i) ≤ ai ≤ r¯i(a−i), distinguimos varios casos.
En primer lugar, si ai = ri(a−i), entonces en ai + ε, para cualquier ε > 0 la com-
ponente que proporciona el mı´nimo de las funciones de mejor respuesta disminuye, y
las restantes no disminuyen, puesto que cada componente de la funcio´n de utilidad es
estrictamente co´ncava en su propia accio´n; para ai− ε, con ε > 0, disminuyen todas
las componentes de la funcio´n de utilidad. Por tanto, ai ∈ Ri(a−i). Ana´logamente, si
ai = r¯i(a−i), entonces en ai + ε, con ε > 0, disminuyen todas las componentes de la
funcio´n de utilidad ; en ai− ε, con ε > 0, la componente que proporciona el ma´ximo
de las funciones de mejor respuesta disminuye y las dema´s no disminuyen, debido a
la concavidad de cada componente de la funcio´n de utilidad. Luego, ai ∈ Ri(a−i).
Por otra parte, si ri(a−i) < ai < r¯i(a−i), ante cualquier desviacio´n ai + ε, para
todo ε > 0, como cada componente de la funcio´n de utilidad es estrictamente co´ncava
en su accio´n, la componente que proporciona el mı´nimo de las funciones de mejor
respuesta disminuye y la que proporciona el ma´ximo no disminuye; al contrario
ocurre para ai − ε, con ε > 0. Es decir, ai ∈ Ri(a−i). 2
No´tese que si las funciones uij son co´ncavas, se puede demostrar un resultado
ana´logo, teniendo en cuenta que la reaccio´n rij no tiene que ser u´nica.
El siguiente resultado identifica el conjunto de todos los posibles equilibrios de
Nash del juego vectorial.
Proposicio´n 2.2.4. Si cada Ai es un conjunto convexo no vac´ıo de un espacio
eucl´ıdeo de dimensio´n finita y ∀i ∈ N , uij es estrictamente co´ncava en su propia
accio´n para cada j ∈ J i, el conjunto de equilibrios de Nash para el juego G =
{(Ai, ui)i∈N} es
E(G) = {(a1, . . . , an) : ri(a−i) ≤ ai ≤ r¯i(a−i), i ∈ N}.
Demostracio´n. Para cada agente i el conjunto de mejor respuesta a cada perfil de
estrategias de los dema´s agentes a−i es Ri(a−i) = {ai : ri(a−i) ≤ ai ≤ r¯i(a−i)}.
El conjunto de equilibrios de Nash del juego G coincide con la interseccio´n de los
conjuntos (Ri(a−i), a−i), con lo que se tiene el resultado. 2
A continuacio´n, definimos el concepto de equilibrio de´bil, como la extensio´n del
concepto de equilibrio de Nash usando la nocio´n de eficiencia de´bil.
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Definicio´n 2.2.5. Un perfil de estrategias a∗ = (a∗1, . . . , a∗n) es un equilibrio de´bil
para el juego G = {(Ai, ui)i∈N} si /∃ i ∈ N con ai ∈ Ai tal que ui(ai, a∗−i) > ui(a∗).
Ed(G) denota el conjunto de equilibrios de´biles del juego G.
Alternativamente, se puede escribir que a∗ es un equilibrio de´bil para el juego G
si ∀i ∈ N , ∀ai ∈ Ai, ui(ai, a∗−i) 6> ui(a∗).
Por tanto, un equilibrio de´bil conlleva que cada uno de los agentes, desvia´ndose
independientemente, no puede obtener un resultado que mejore todas las compo-
nentes de su funcio´n de utilidad con respecto al equilibrio.
En este caso, un perfil de estrategias, a∗, es un equilibrio de´bil del juego G
si ∀i ∈ N , a∗i, es una solucio´n de´bilmente eficiente (w-eficiente) del problema
ma´xai∈Ai ui(ai, a∗−i).
Observacio´n 2.2.6. Cuando las funciones uij son estrictamente co´ncavas y los con-
juntos de estrategias son convexos, el conjunto de equilibrios de´biles coincide con
el conjunto de equilibrios de Nash, Ed(G) = E(G). Este resultado se sigue del he-
cho de que, en esas condiciones, las soluciones eficientes y de´bilmente eficientes del
problema ma´xai∈Ai ui(ai, a∗−i) coinciden.
Los juegos con utilidades vectoriales que estamos tratando son juegos con prefe-
rencias incompletas. A continuacio´n, vamos a abordar el ana´lisis de los equilibrios
que se alcanzan cuando los agentes eligen sus mejores respuestas utilizando dife-
rentes representaciones de sus preferencias. Para ello, utilizaremos algunos enfoques
tradicionales de la teor´ıa de la decisio´n y, dado que identificar los equilibrios de Nash
con utilidad vectorial involucra problemas de optimizacio´n multicriterio, podemos
utilizar me´todos que han sido ampliamente tratados en la literatura. Consideramos
fundamentalmente dos modelos de representacio´n de las preferencias de los agentes:
el modelo en el que las preferencias se representan como la maximizacio´n de una
suma ponderada de las componentes de la funcio´n de utilidad, y otro en el que las
preferencias se representan por la maximizacio´n de los mı´nimos ponderados.
2.3. Representacio´n aditiva de las preferencias y
equilibrios
Bajo determinados supuestos no muy restrictivos, se pueden racionalizar las pre-
ferencias de los agentes mediante una funcio´n de valor aditiva (Keeney y Raiffa,
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1976). El enfoque utilitarista recomienda maximizar el bienestar agregado de los
agentes, que se materializa en una representacio´n de las preferencias consistente en
la suma ponderada de las componentes de la funcio´n de utilidad vectorial.
Si las preferencias fuesen completas, los pesos estar´ıan determinados; por tanto,
las preferencias de cada agente se representar´ıan por una funcio´n escalar y los equi-
librios consistir´ıan en las estrategias que son o´ptimas para cada agente, dadas las
estrategias del resto de agentes.
Formalmente, fijado el vector de pesos de las utilidades para el agente i, λi ∈
∆s
i
= {λi ∈ IRsi : ∑sij=1 λij = 1, λij ≥ 0}, la valoracio´n que hace el agente i del perfil
de estrategias a ∈ ×ni=1Ai viene dada por la expresio´n
∑si
j=1 λ
i
ju
i
j(a).
Sea ∆ = ×ni=1∆si . Dado λ ∈ ∆, sea Gλ = {(Ai, viλ)i∈N} el juego escalar, donde
viλ(a) =
si∑
j=1
λiju
i
j(a).
Un perfil de estrategias de los agentes, a∗, es un equilibrio de Nash para el juego
Gλ si /∃ i ∈ N con ai ∈ Ai tal que vλ(ai, a∗−i) > vλ(a∗).
Para cada λ ∈ ∆, el conjunto de equilibrios de Nash del juego Gλ = {(Ai, viλ)i∈N}
se denota como Eut(Gλ).
En caso de preferencias incompletas con utilidades vectoriales, si para cada agen-
te i consideramos todos los posibles valores de los pesos de ∆s
i
, se tienen todas las
representaciones aditivas de las preferencias.
La primera cuestio´n que se plantea es si existe una relacio´n entre el conjunto
de equilibrios de Nash del juego G y el conjunto de estrategias de equilibrio que se
obtendr´ıan considerando todas las representaciones obtenidas con todos los posibles
pesos. Para cualquier vector de pesos λi tal que λij > 0,∀j ∈ J i, la funcio´n de
valor viλ representa una completacio´n de las preferencias del agente i. Denotamos
por ∆+ = {λ ∈ ∆ : λij > 0, i ∈ N, j ∈ J i}.
El siguiente teorema establece un resultado general sobre las relaciones entre
estos conjuntos.
Teorema 2.3.1. Sea G = {(Ai, ui)i∈N} un juego con utilidades vectoriales. Entonces
a) ∪{Eut(Gλ) : λ ∈ ∆+} ⊆ E(G).
b) ∪{Eut(Gλ) : λ ∈ ∆} ⊆ Ed(G).
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Demostracio´n. a) Sea a∗ ∈ Eut(Gλ) con λ ∈ ∆+, entonces para cada i ∈ N, a∗i es so-
lucio´n del problema ma´xai∈Ai viλ(a
i, a∗−i). Es decir, a∗i es ma´ximo de
∑si
j=1 λ
i
ju
i
j(a
i, a∗i),
para λi ≥ 0. Por tanto, ∀i ∈ N, a∗i es una solucio´n eficiente del problema de opti-
mizacio´n vectorial ma´xai∈Ai ui(ai, a∗−i), y a∗ es un equilibrio del juego G.
b) La demostracio´n es ana´loga, teniendo en cuenta la definicio´n de equilibrio
de´bil. 2
Observacio´n 2.3.2. Aunque las ponderaciones no negativas no proporcionan nece-
sariamente completaciones del juego en el sentido que establece Bade (2005), el
resultado determina que los equilibrios de los juegos ponderados con pesos no ne-
gativos son equilibrios de´biles del juego con utilidades vectoriales. Por otra parte,
la inclusio´n puede ser estricta, es decir, pueden existir equilibrios de´biles que no se
puedan determinar utilizando valoraciones utilitaristas, ya que, en general, puede
haber soluciones eficientes no soportadas.
La relacio´n entre los equilibrios de Nash del juego vectorial y los equilibrios de
los juegos ponderados con pesos positivos y con pesos no negativos se establece en
el siguiente resultado.
Teorema 2.3.3. (Bade, 2005) Sea G = {(Ai, ui)i∈N} un juego tal que cada Ai es
un conjunto convexo no vac´ıo de un espacio eucl´ıdeo de dimensio´n finita y cada ui
es co´ncava en ai. Entonces
∪{Eut(Gλ) : λ ∈ ∆+} ⊆ E(G) ⊆ ∪{Eut(Gλ) : λ ∈ ∆}.
Este resultado proporciona una cota superior y otra inferior del conjunto de los
equilibrios de Nash. Los dos conjuntos que acotan a los equilibrios de Nash, en
general, no son muy distintos. De hecho, si las componentes de las funciones de
utilidad son estrictamente co´ncavas, todos los conjuntos coinciden. As´ı, establece la
siguiente caracterizacio´n de los equilibrios de Nash.
Teorema 2.3.4. (Bade, 2005) Sea G = {(Ai, ui)i∈N} un juego tal que cada Ai es
un conjunto convexo no vac´ıo de un espacio eucl´ıdeo de dimensio´n finita y cada
componente de ui es estrictamente co´ncava en ai. Entonces
E(G) = ∪{Eut(Gλ) : λ ∈ ∆}.
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Este teorema permite importar resultados de juegos con preferencias completas
a juegos con preferencias incompletas. En particular, establece que las completa-
ciones lineales proporcionan un buen camino a seguir. Existen otros resultados que
permiten establecer la existencia de equilibrios bajo distintos supuestos (Shafer y
Sonneschein, 1975; Wang, 1991; Yu y Yuan, 1998; Ding, 2000).
2.3.1. Equilibrios con informacio´n parcial
La identificacio´n de todos los equilibrios de Nash no siempre es u´til en te´rminos
operativos, dada la gran cantidad de equilibrios que pueden existir. Adema´s, depen-
diendo de la situacio´n, en ocasiones no todos los equilibrios pueden ser adoptados
por los agentes. Es, por tanto, aconsejable el estudio de los refinamientos del con-
junto de equilibrios de Nash incorporando consideraciones adicionales. En el juego
con utilidades vectoriales y suponiendo que la funcio´n de valor es aditiva, estudia-
remos los efectos de incluir la informacio´n disponible sobre las preferencias de los
agentes en el ana´lisis, con objeto de determinar subconjuntos de equilibrios de Nash
del juego, ma´s acordes con las preferencias de los agentes.
Consideremos un subconjunto de pesos para cada agente, Λi ⊆ ∆si , que contie-
ne la informacio´n parcial sobre sus preferencias representadas por una funcio´n de
valor aditiva. Denotamos Λ = ×i∈NΛi y sea GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} el juego con la
informacio´n suministrada sobre las preferencias.
Definicio´n 2.3.5. Un perfil de estrategias a∗ es un equilibrio utilitarista para el
juego con informacio´n parcial GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} si ∀i ∈ N,∃λi ∈ Λi tal que
λiui(a∗i, a∗−i) ≥ λiui(ai, a∗−i) para todo ai ∈ Ai .
Denotamos el conjunto de equilibrios de Nash del juego con informacio´n parcial
GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} como Eut(GΛ). Es decir, Eut(GΛ) = ∪{Eut(Gλ) : λ ∈ Λ}.
En el caso en que no se disponga de informacio´n sobre las preferencias, es decir,
Λi = ∆s
i
para cada i ∈ N , se obtienen todos los equilibrios, ∪{Eut(Gλ) : λ ∈
∆}, que, en general, son equilibrios de´biles utilitaristas. Es fa´cil demostrar que si
Λ′ ⊂ Λ, entonces Eut(GΛ′) ⊆ Eut(GΛ). Como consecuencia de este resultado, puede
reducirse el conjunto de equilibrios de Nash utilizando un refinamiento adecuado
de la informacio´n sobre las preferencias. El caso extremo es cuando la informacio´n
sobre las preferencias se concreta en un vector de pesos para cada agente. En este
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caso, se trata de preferencias completas y el equilibrio se corresponde con el concepto
esta´ndar de equilibrio de Nash para una funcio´n de utilidad escalar.
Incorporamos la informacio´n adicional suministrada por los agentes acerca de
sus preferencias mediante conjuntos de pesos que, en general, son diferentes para
cada agente. Hay conjuntos de pesos particulares especialmente interesantes, como
aquellos que vienen dados por restricciones lineales sobre los pesos, debido a que
suponen un punto de partida natural en el estudio y, sobre todo, a que la estructura
lineal hace posible el estudio de estos casos mediante una transformacio´n del juego.
La informacio´n suministrada sobre los pesos en estos casos describe un poliedro, que
se puede caracterizar a partir de sus puntos extremos.
El siguiente resultado identifica el conjunto de equilibrios de Nash con informa-
cio´n parcial sobre las preferencias con el conjunto de equilibrios de un juego con
utilidades vectoriales que es una transformacio´n del original.
Para i ∈ N , sea Λi un poliedro con pi puntos extremos {λ¯i(1), . . . λ¯i(pi)}, y sea
Bi la matriz de orden pi × si cuyas filas son dichos puntos extremos.
Teorema 2.3.6. El conjunto de equilibrios utilitaristas para el juego con informa-
cio´n parcial GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} coincide con el conjunto de equilibrios de´biles del
juego {(Ai, viΛ)i∈N}, donde para cada i ∈ N , viΛ es una funcio´n aditiva con valores
en IRp
i
definida como viΛ = B
i · ui.
Demostracio´n. Si a∗ es un equilibrio utilitarista del juego GΛ, para cada i ∈ N
existe λi ∈ Λi tal que a∗ es un equilibrio del juego Gλ. Por tanto, λi · ui(a∗) ≥
λi ·ui(ai, a∗−i), ∀ai ∈ Ai. Por otra parte, para cada i ∈ N , λi ∈ Λi se puede expresar
como λi =
∑pi
r=1 β
i
rλ¯
i(r), con βir ≥ 0,
∑pi
r=1 β
i
r = 1, de donde para cada i ∈ N∑pi
r=1 β
i
rλ¯
i(r) · ui(a∗) ≥∑pir=1 βirλ¯i(r) · ui(ai, a∗−i). Se sigue del Teorema 2.3.1 que a∗
es un equilibrio de´bil del juego {(Ai, viΛ)i∈N}.
Rec´ıprocamente, si a∗ es un equilibrio de´bil del juego {(Ai, viΛ)i∈N}, entonces
λ¯i(r) · ui(a∗) ≥ λ¯i(r) · ui(ai, a∗−i), para todo i ∈ N , para todo r = 1, ..., pi y, por
definicio´n de equilibrio de GΛ, a
∗ es un equilibrio utilitarista del juego GΛ. 2
Observacio´n 2.3.7. Con la transformacio´n que se establece en el teorema anterior,
se obtiene de nuevo un juego vectorial, por lo que la dificultad computacional del
tratamiento del mismo puede ser incluso mayor que la del problema original. Pero
au´n as´ı, los equilibrios obtenidos son ma´s acordes con las preferencias de los agentes,
puesto que incorporan la informacio´n adicional.
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2.3.2. Equilibrios conservadores
Sea GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} el juego con la informacio´n suministrada sobre las
preferencias. Au´n cuando los agentes no hayan identificado unos pesos que represen-
ten exactamente sus preferencias, en ocasiones pueden adoptar diversas actitudes o
tener ciertas valoraciones sobre los resultados que finalmente van a obtenerse. Y en
general, en ambientes de incertidumbre, aunque no se disponga de ninguna infor-
macio´n, se pueden utilizar distintas reglas de decisio´n. As´ı, se puede considerar un
enfoque conservador o pesimista del juego, en el que el agente i valora el perfil de
estrategias a como la peor valoracio´n que puede alcanzar en su conjunto de pesos
aceptables, es decir, la funcio´n de valor es:
vΛ
i
c (a) = mı´n
λi∈Λi
si∑
j=1
λiju
i
j(a)
donde λi es el vector de pesos de importancia de las utilidades para el agente i.
Por tanto, la eleccio´n de una estrategia depende del mı´nimo valor ponderado
de las utilidades individuales. Este enfoque esta´ basado en el criterio consistente en
la maximizacio´n de la mı´nima ganancia, es decir, lo mejor que puede conseguir un
agente si se dan las peores condiciones posibles. Esta´ en la l´ınea de los trabajos sobre
utilidad esperada maximin realizados por Gilboa y Scmeidler (1989).
Definicio´n 2.3.8. Un perfil de estrategias a∗ es un equilibrio conservador para el
juego GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} si /∃ i ∈ N con ai ∈ Ai tal que vΛic (ai, a∗−i) > vΛic (a∗).
Equivalentemente, ∀i ∈ N , vΛic (ai, a∗−i) ≤ vΛic (a∗), ∀ai ∈ Ai.
El conjunto de equilibrios conservadores del juego GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} para
una representacio´n aditiva ponderada de las preferencias o representacio´n utilitarista
se denota como Eutc (GΛ).
El siguiente resultado establece que la funcio´n de valor conservadora depende
exclusivamente de los puntos extremos del poliedro de pesos. Para i ∈ N , sea Λi un
poliedro con pi puntos extremos {λ¯i(1), . . . λ¯i(pi)}.
Proposicio´n 2.3.9. Dado el poliedro de pesos Λi ⊂ ∆si, con puntos extremos
λ¯i(r), r = 1, ..., pi,
vΛ
i
c (a) = mı´n
r=1,...,pi
viλ¯(r)(a),
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Demostracio´n. La demostracio´n se sigue del hecho de que el mı´nimo de una funcio´n
lineal en un poliedro se alcanza en alguno de sus puntos extremos. 2
Como consecuencia de este resultado y de la definicio´n de equilibrio, se puede
establecer la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 2.3.10. Dado el poliedro de pesos Λi ⊂ ∆si, con puntos extremos
λ¯i(r), r = 1, ..., pi, a∗ es un equilibrio conservador de GΛ si y so´lo si cada a∗i es
solucio´n o´ptima del problema escalar:
ma´x t
s.a. λ¯i(r)ui(ai, a∗−i) ≥ t, r = 1, ..., pi
ai ∈ Ai
Demostracio´n. En virtud de la Proposicio´n 2.3.9, a∗ es un equilibrio utilitarista
conservador del juego GΛ si y so´lo si /∃ i ∈ N con ai ∈ Ai tal que para todo
r, λ¯i(r)ui(ai, a∗−i) > mı´nr=1,...,pi λ¯i(r)ui(a∗), ∀i ∈ N , es decir, en a∗i se alcanza el
ma´ximo de mı´nr=1,...,pi λ¯
i(r)ui(ai, a∗−i), con lo que se tiene el resultado. 2
Observacio´n 2.3.11. La funcio´n de valor conservadora vΛ
i
c es continua si las funciones
uij lo son, aunque no es diferenciable en determinados subconjuntos del espacio de
estrategias. Esto hace que la determinacio´n de las funciones de mejor respuesta
pueda basarse en te´cnicas de diferenciabilidad, y su dificultad depende de la forma
de las funciones uij. No obstante, si las funciones u
i
j son co´ncavas, la funcio´n de valor
conservadora tambie´n es co´ncava, por lo que son aplicables los teoremas cla´sicos que
aseguran la existencia de equilibrio. Luego, si las utilidades son co´ncavas, siempre
existen equilibrios utilitaristas conservadores.
Este enfoque conservador se puede considerar como un compromiso entre la
representacio´n utilitarista y la representacio´n igualitarista que trataremos en la si-
guiente seccio´n. Cuando hay un u´nico vector de pesos λi ∈ ∆si , coincide con el
equilibrio dado por la representacio´n utilitarista de las preferencias con informa-
cio´n completa. Sin embargo, si se consideran todos los pesos de ∆s
i
, coincide con la
solucio´n maximin, como se vera´ ma´s adelante.
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2.3.3. Equilibrios optimistas
Siguiendo un enfoque optimista y dado el juego con informacio´n sobre las pre-
ferencias, GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N}, consideramos el caso en que la eleccio´n de una
estrategia depende del mayor valor ponderado de las utilidades individuales. Bajo
este enfoque, la funcio´n de valor es:
vΛ
i
op (a) = ma´x
λi∈Λi
si∑
j=1
λiju
i
j(a)
donde λi son los pesos de importancia o ponderaciones de las utilidades para el
agente i.
En esta ocasio´n, el agente tiene un punto de vista optimista ya que maximiza la
ma´xima ganancia, es decir, lo mejor que puede conseguir entre los pesos aceptables.
Definicio´n 2.3.12. Un perfil de estrategias a∗ es un equilibrio utilitarista optimista
para el juego GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} si /∃ i ∈ N con ai ∈ Ai tal que vΛiop (ai, a∗−i) >
vΛ
i
op (a
∗).
Equivalentemente, ∀i ∈ N , vΛiop (ai, a∗−i) ≤ vΛiop (a∗), ∀ai ∈ Ai.
Se denota como Eutop(GΛ) al conjunto de equilibrios optimistas del juego GΛ =
{(Ai, ui,Λi)i∈N} con una representacio´n aditiva ponderada de las preferencias.
Al igual que para los equilibrios conservadores, la funcio´n de valor optimista
depende so´lo de los puntos extremos del conjunto de pesos.
Observacio´n 2.3.13. La funcio´n de valor optimista es continua si lo son las funciones
de utilidad y no es diferenciable en ciertos subconjuntos del espacio de estrategias.
A diferencia del caso de la funcio´n conservadora, la funcio´n de valor optimista no
es, en general, co´ncava, por lo que no esta´ garantizada la existencia de equilibrio.
2.3.4. Equilibrios neutrales
Sea el juego con informacio´n sobre las preferencias, GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} y para
i ∈ N , sea Λi un poliedro con pi puntos extremos {λ¯i(1), . . . λ¯i(pi)}. En ocasiones,
la actitud de los agentes no es extrema, es decir, no es optimista ni pesimista. Si el
agente manifiesta una actitud neutral, su valoracio´n de las estrategias depende del
23
2.4. Representacio´n maximin de las preferencias y equilibrios
valor medio de las utilidades individuales. Desde esta perspectiva, puede considerarse
la funcio´n de valor:
vΛ
i
n (a) =
pi∑
r=1
si∑
j=1
λ¯i(r)j
pi
uij(a).
De este modo, un equilibrio neutral se define de la siguiente forma.
Definicio´n 2.3.14. Un perfil de estrategias a∗ es un equilibrio utilitarista neutral del
juego GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} si /∃ i ∈ N con ai ∈ Ai tal que vΛin (ai, a∗−i) > vΛin (a∗).
De forma equivalente, ∀i ∈ N , vΛin (ai, a∗−i) ≤ vΛin (a∗), ∀ai ∈ Ai.
El conjunto de equilibrios neutrales del juego GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} para una
representacio´n aditiva de las preferencias se denota como Eutn (GΛ).
Observacio´n 2.3.15. Si los agentes manifiestan una actitud neutral, el estudio de los
equilibrios se reduce al estudio de los equilibrios de un juego escalar ponderado por
los pesos centrales del poliedro de pesos. Si las funciones uij son co´ncavas, la funcio´n
de valor neutral tambie´n lo es, y por tanto, son aplicables los teoremas cla´sicos
de existencia de equilibrio. Es decir, para funciones de utilidad co´ncavas, siempre
existen equilibrios utilitaristas neutrales.
2.4. Representacio´n maximin de las preferencias
y equilibrios
Otra forma de representar las preferencias de los agentes es considerar una fun-
cio´n de valor desde una perspectiva igualitarista. El igualitarismo es una corriente
que, en opinio´n de Rawls (1971), supera al utilitarismo, ya que, mientras e´ste con-
sidera el bienestar de todos en suma, pudiendo afectar a los derechos individuales,
el igualitarismo busca la igualdad, resarciendo a las posiciones peor situadas, y es-
tableciendo as´ı una tendencia a la bu´squeda de una igualdad relativa.
Desde esta o´ptica, dado un perfil de estrategias a ∈ ×ni=1Ai, el agente i considera
como valoracio´n de sus preferencias el mı´nimo de cada utilidad ponderada con un
determinado peso.
Formalmente, sea αi = (αi1, ..., α
i
si) el vector de pesos de las utilidades para
el agente i, αi ∈ ∆si = {αi ∈ IRsi : ∑sij=1 αij = 1, αij ≥ 0}. La valoracio´n que
hace el agente i del perfil de estrategias a ∈ ×ni=1Ai viene dada por la expresio´n
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mı´nj∈Ji
{
uij(a)
αij
}
. Obse´rvese que si algu´n peso es nulo, αij = 0, el cociente correspon-
diente no esta´ definido, y no se considera en el ca´lculo del mı´nimo.
Sea ∆ = ×ni=1∆si . Para α ∈ ∆, Gα = {(Ai, wiα)i∈N} es el juego escalar corres-
pondiente, donde
wiα(a) = mı´n
j∈Ji
{
uij(a)
αij
}
.
Fijado α ∈ ∆, un perfil a∗ ∈ A es un equilibrio de Nash para el juego Gα si
/∃ i ∈ N con ai ∈ Ai tal que wiα(ai, a∗−i) > wiα(a∗).
Em(Gα) denota el conjunto de equilibrios de Nash del juego Gα = {(Ai, wiα)i∈N}.
De modo ana´logo a como se hizo con la representacio´n aditiva de las preferencias,
estudiamos la interrelacio´n de los equilibrios de Nash del juego G y las estrategias de
equilibrio que se obtienen al considerar todos los pesos posibles en la representacio´n
maximin de las preferencias.
Para conseguir una caracterizacio´n de los equilibrios desde esta perspectiva, hay
que tener en cuenta la equivalencia entre soluciones eficientes o de´bilmente eficientes
y las soluciones de un problema maximin, realizada anteriormente en el Cap´ıtulo 1.
En virtud de esta equivalencia, los siguientes resultados establecen la relacio´n entre
los equilibrios y los equilibrios de´biles del juego G con los equilibrios maximin del
juego Gα.
Proposicio´n 2.4.1. Sea G = {(Ai, ui)i∈N} un juego con utilidades vectoriales. En-
tonces
E(G) ⊆ ∪{Em(Gα) : α ∈ ∆} ⊆ Ed(G).
Demostracio´n. Para probar la primera inclusio´n, sea a∗ un equilibrio del juego G,
entonces para todo i ∈ N, a∗i es solucio´n eficiente del problema ma´xai∈Ai ui(ai, a∗−i).
Por la Proposicio´n 1.1.11, ∃αi ∈ ∆, tal que a∗i = argmaxai∈Aiui(ai, a∗−i), es decir,
a∗ es equilibrio del juego Gα = {(Ai, wiα)i∈N}.
Para probar la segunda inclusio´n, sea a∗ un equilibrio maximin del juego Gα,
entonces para cada i ∈ N , a∗i maximiza mı´nj∈Ji
{
uij(a
i,a∗−i)
αij
}
, con α ≥ 0, por lo
que ∀i ∈ N , a∗i es una solucio´n w-eficiente del problema ma´xai∈Ai ui(ai, a∗−i), y, por
tanto, constituye un equilibrio de´bil del juego G. 2
Observacio´n 2.4.2. En general, estas inclusiones pueden ser estrictas. Pueden exis-
tir o´ptimos del problema maximin ponderado con α ∈ ∆ que no sean soluciones
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eficientes (aunque s´ı de´bilmente eficientes). Bajo condiciones muy especiales, tam-
bie´n pueden existir puntos de´bilmente eficientes que no se pueden obtener como
soluciones de problemas maximin ponderados.
En virtud del resultado anterior, el conjunto de equilibrios de los juegos Gα, con
α ∈ ∆, contiene a todos los equilibrios de Nash del juego G. Y en los casos en los que
se obtienen otras estrategias que no son equilibrios de Nash, estos son equilibrios
de´biles.
Bajo ciertas hipo´tesis es posible caracterizar el conjunto de los equilibrios del
juego G.
Teorema 2.4.3. Sea G = {(Ai, ui)i∈N} un juego tal que cada Ai es un conjunto
convexo no vac´ıo de un espacio eucl´ıdeo de dimensio´n finita y cada componente de
ui es estrictamente co´ncava en ai. Entonces
E(G) = ∪{Em(Gα) : α ∈ ∆}.
Demostracio´n. La demostracio´n de este resultado se obtiene aplicando la Observa-
cio´n 1.1.12. 2
Como conclusio´n, la consideracio´n de la representacio´n maximin de las preferen-
cias para caracterizar los equilibrios de los juegos con utilidades vectoriales es un
procedimiento menos restrictivo que el basado en las sumas ponderadas. De este
modo, se pueden generar todos los equilibrios sin necesidad de imponer condiciones
de convexidad.
En la Figura 2.1 se muestran las relaciones existentes entre los equilibrios y
equilibrios de´biles de G y los equilibrios de los juegos con una representacio´n aditiva
y maximin de las preferencias.
Figura 2.1. Representacio´n de las preferencias y equilibrios.
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No´tese que, cuando cada Ai es un conjunto convexo no vac´ıo de un espacio
eucl´ıdeo de dimensio´n finita y cada componente de ui es estrictamente co´ncava en
ai, todos los conjuntos de equilibrios coinciden.
2.4.1. Equilibrios con informacio´n parcial
Analizamos a continuacio´n las consecuencias de an˜adir cierta informacio´n sobre
las preferencias de los agentes en la determinacio´n de diferentes subconjuntos de
equilibrios de Nash del juego con utilidades multidimensionales.
Considerando que cada agente valora sus preferencias mediante una represanta-
cio´n maximin y disponiendo de cierta informacio´n parcial sobre las preferencias de
cada agente, sea Λi ⊆ ∆si el subconjunto de pesos que representa la informacio´n
parcial del agente i y sea Λ = ×i∈NΛi. El juego con la informacio´n parcial se denota
por GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N}.
Definicio´n 2.4.4. Un perfil de estrategias a∗ es un equilibrio maximin para el
juego con informacio´n parcial GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} si a∗ es un equilibrio del juego
Gα = {(Ai, wiα)i∈N} para algu´n α ∈ Λ.
Em(GΛ) es el conjunto de equilibrios de Nash del juego con informacio´n sobre
las preferencias GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N}. Es decir, Em(GΛ) = ∪{Em(Gα) : α ∈ Λ}.
2.4.2. Equilibrios conservadores
Sea el juego GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N}, con informacio´n sobre las preferencias de los
agentes. Considerando la representacio´n maximin ponderada de las preferencias para
el juego G, si los agentes muestran una actitud conservadora, eligen sus estrategias
por medio de la funcio´n de valor:
wΛ
i
c (a) = mı´n
αi∈Λi
mı´n
j∈Ji
{
uij(a)
αij
}
con αi el vector de pesos de las utilidades para el agente i.
Definicio´n 2.4.5. Un perfil de estrategias a∗ es un equilibrio maximin conservador
del juego GΛ si /∃ i ∈ N con ai ∈ Ai tal que wΛic (ai, a−i) > wΛic (a∗).
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Se denota Emc (GΛ) al conjunto de los equilibrios conservadores del juego GΛ =
{(Ai, ui,Λi)i∈N} para una representacio´n maximin de las preferencias.
La siguiente proposicio´n demuestra que, cuando la informacio´n parcial se repre-
senta mediante restricciones lineales sobre los pesos, los equilibrios maximin conser-
vadores coinciden con los que se obtienen cuando las componentes del vector de pesos
son el ma´ximo valor que puede alcanzar por componentes, normalizado para sumar
la unidad. Por tanto, coinciden con un equilibrio maximin con una ponderacio´n fija.
Para i ∈ N , sea Λi un poliedro con pi puntos extremos {α¯i(1), . . . α¯i(pi)}.
Lema 2.4.6. Dado el poliedro de pesos Λi ⊂ ∆si, con puntos extremos α¯i(r), r =
1, ..., pi. La funcio´n de valor conservadora es
wΛ
i
c (a) = mı´n
j∈Ji
{
uij(a)
βij
}
donde βij = ma´xαi∈Λi α
i
j = ma´xr=1,...,pi{α¯i(r)j}, para cada i ∈ N .
Demostracio´n. wΛ
i
c (a) = mı´nαi∈Λi mı´nj∈Ji
{
uij(a)
αij
}
= mı´nj∈Ji mı´nαi∈Λi
{
uij(a)
αij
}
. Sea
βij = ma´xr=1,...,pi{α¯i(r)j}, entonces mı´nαi∈Λi
{
uij(a)
αij
}
=
uij(a)
βij
y se verifica que wΛ
i
c (a) =
mı´nj∈Ji
{
uij(a)
βij
}
. 2
Este resultado permite establecer una caracterizacio´n de los equilibrios conserva-
dores de un juego con informacio´n parcial sobre las preferencias con representacio´n
maximin.
Teorema 2.4.7. Un perfil de estrategias a∗ es un equilibrio maximin conservador
del juego GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} si es un equilibrio del juego {(Ai, wiβ¯)i∈N}, a∗ ∈
Em(Gβ¯), donde para cada i ∈ N , β¯ij =
βij∑
j∈Ji β
i
j
y βij = ma´xr=1,...,pi{α¯i(r)j}.
Demostracio´n. Se sigue del hecho de que el argumento del ma´ximo, argmax, no
cambia al normalizar los vectores de pesos. 2
2.4.3. Equilibrios optimistas
Dado el juego con informacio´n adicional sobre las preferencias de los agentes
GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N}, un agente optimista valora el resultado ma´s favorable de en-
tre los posibles. Desde una o´ptica optimista de la representacio´n maximin ponderada
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del juego G, consideramos la funcio´n de valor:
wΛ
i
op (a) = ma´x
αi∈Λi
mı´n
j∈Ji
{
uij(a)
αij
}
donde αi es el vector de pesos de importancia de las utilidades para el agente i.
Emop(GΛ) es el conjunto de los equilibrios optimistas del juegoGΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N}
para una representacio´n maximin de las preferencias.
Definicio´n 2.4.8. Un perfil de estrategias a∗ es un equilibrio maximin optimista
del juego GΛ si /∃ i ∈ N con ai ∈ Ai tal que wΛiop (ai, a∗−i) > wΛiop (a∗).
El conjunto de equilibrios de Nash del juego con una regla optimista de la repre-
sentacio´n maximin ponderada de las preferencias se denota Emop(GΛ).
2.4.4. Equilibrios neutrales
Sea GΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N} el juego con informacio´n sobre las preferencias, y para
i ∈ N , sea Λi un poliedro con pi puntos extremos {α¯i(1), . . . α¯i(pi)}. Si los agentes
muestran una actitud neutral, valoran sus estrategias mediante la expresio´n:
wΛ
i
n (a) = mı´n
j∈Ji
{
uij(a)∑pi
r=1
α¯i(r)j
pi
}
considerando los pesos correspondientes a un punto central, el centroide del poliedro
Λi. De este modo, un equilibrio neutral se define como sigue.
Definicio´n 2.4.9. Un perfil de estrategias a∗ es un equilibrio maximin neutral del
juego GΛ si /∃ i ∈ N con ai ∈ Ai tal que wΛin (ai, a∗−i) > wΛin (a∗).
Emn (GΛ) denota el conjunto de equilibrios neutrales del juegoGΛ = {(Ai, ui,Λi)i∈N}
con una representacio´n maximin ponderada de las preferencias.
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Cap´ıtulo 3
Modelos estrate´gicos con
preferencias sociales
3.1. Introduccio´n
El enfoque tradicional de los modelos econo´micos considera que todos los agentes
buscan exclusivamente su propio beneficio. Sin embargo, existen experimentos de
negociacio´n y cooperacio´n que muestran que los agentes no se gu´ıan so´lo por el
propio intere´s (Dreber et al., 2014). Bio´logos y psico´logos abundan en esta idea
(Nowack, 2006; Tabibnia et al., 2008), sen˜alando en sus estudios que las personas,
de forma habitual, suelen preocuparse por el bienestar de los dema´s.
Aunque en la economı´a experimental se han estudiado ampliamente las implica-
ciones de contemplar el intere´s por los dema´s (Ca´rdenas, 2000; Casari y Plott, 2003),
en los modelos teo´ricos tradicionales la incorporacio´n de este tipo de comportamien-
to au´n es escasa. Este cap´ıtulo se centra en el estudio de dos modelos econo´micos
cla´sicos, desde una perspectiva no tradicional.
En primer lugar, analizamos el modelo de utilizacio´n de los bienes comunales,
teniendo en cuenta diferentes actitudes sociales en los agentes, y en segundo lugar,
el modelo del oligopolio de Cournot, en el que las empresas incorporan respon-
sabilidad social para evaluar sus resultados. Para incorporar otras consideraciones
distintas a la utilidad de cada agente que involucran objetivos sociales, nos valemos
de la modelizacio´n de las preferencias de los agentes mediante funciones de utilidad
multidimensionales.
Aunque Gordon (1954) y Scott (1955) ya advert´ıan del problema de conservacio´n
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de los bienes comunales, es Hardin (1968) quien vuelve a tratar el tema y genera un
debate acade´mico que continu´a hasta la actualidad. Hardin muestra su preocupacio´n
por la conservacio´n de los recursos y el problema de la superpoblacio´n, cuyo origen se
debe, segu´n el autor, a la existencia de recursos comunes y la libertad para procrear.
Es lo que denomina tragedia de los comunes. Con este te´rmino hace referencia a la
eficiencia de un recurso comu´n utilizado por varios agentes simulta´neamente, de mo-
do que todos tienen derecho de uso pero no tienen derecho de exclusio´n. La tragedia
es el resultado ineficiente de la sobreexplotacio´n y del libre acceso a los recursos, lo
que conlleva su agotamiento. Lo que es verdaderamente tra´gico de esta situacio´n es
que este comportamiento ego´ısta en realidad no beneficia a ningu´n agente de forma
individual. Por otra parte, si los usuarios colaboraran podr´ıan establecer un sistema
que beneficiar´ıa a todos, al mismo tiempo que se proteger´ıa el recurso a largo plazo.
Hardin no cre´ıa que tal sistema auto-organizado y auto-gobernado fuese alcanzable.
Sostuvo que las u´nicas maneras de evitar la tragedia de los comunes eran mediante
el establecimiento de la propiedad privada o con regulaciones gubernamentales.
Otros autores, sin embargo, muestran su desacuerdo, utilizando para ello mu´lti-
ples ejemplos que plantean lo contrario a estas predicciones. Ostrom (1990) sugiere
que hay otra manera de avanzar. No so´lo demostro´ que los usuarios de los bienes
comunales pueden trabajar juntos para revertir la degradacio´n ambiental y gobernar
de forma sostenible los bienes comunales, sino que adema´s proporciono´ un marco po-
tencial para hacerlo. Una de sus contribuciones ma´s importantes fue la identificacio´n
de ocho principios comunes que compart´ıan todos los casos exitosos de autogobierno
de bienes comunales. Desde entonces, la validez de estos principios ha sido objeto
de un intenso ana´lisis, tanto desde una perspectiva teo´rica como emp´ırica (Walker
et al., 2000; Ostrom, 2009; Cox et al., 2010). En Faysse (2005) y en Diekert (2012)
se presenta una revisio´n de los trabajos en este campo dentro de la teor´ıa de juegos.
La introduccio´n del cara´cter social de los agentes permite un enfoque distinto pa-
ra tratar estos problemas. Weber et al.(2004) presentan una revisio´n de la literatura
experimental sobre los factores que influyen en el comportamiento de los agentes
en los dilemas sociales. Las dos actitudes en el lado opuesto al individualismo son
cooperacio´n y altruismo. La cooperacio´n es la motivacio´n para maximizar resultados
conjuntos. Algunos autores (Nowak y Sigmund, 1998; Lotem et al., 1999; Wedekind
y Milinski, 2000; Milinski et al., 2001) han probado que la cooperacio´n en el pro-
blema de los bienes comunales surge cuando los agentes que participan tienen una
actitud colaboradora. Milinski et al. (2002) muestran que la tragedia de los comunes
puede evitarse con este tipo de cooperacio´n.
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Mientras que la aparicio´n de la cooperacio´n se puede justificar mediante el hecho
de que cada agente se beneficia de tal comportamiento, la justificacio´n del altruismo
no es tan directa. El te´rmino altruismo fue creado en 1851 por el filo´sofo france´s Au-
guste Comte para designar una actitud solidaria opuesta al ego´ısmo. Se diferencia de
la cooperacio´n en que el altruismo no conlleva beneficios directos ni reciprocidad de
otros agentes. En la literatura existente encontramos algunas contribuciones sobre
la incorporacio´n del comportamiento altruista de los agentes en el problema de los
bienes comunales. Aunque resolver este problema puede requerir incentivos lucra-
tivos, algunos agentes pueden actuar de forma que, altru´ısticamente, consideren el
bien colectivo por encima del propio intere´s (Schwartz, 1977). As´ı, Edney (1980)
sugiere que la cuestio´n de los bienes comunales no es un tema de eleccio´n racional
ego´ısta, sino un conflicto de valores humanos. Segu´n Barclay (2004), la tragedia de
los comunes puede evitarse si los agentes actu´an voluntariamente en intere´s de los
otros agentes que conforman la comunidad.
Afanador (2009) demuestra que el componente altruista de las preferencias de
los agentes determina el ritmo de utilizacio´n del recurso. Adema´s analiza el nivel de
altruismo necesario para garantizar la sostenibilidad del sistema. Montanier y Bre-
deche (2011) han estudiado de forma experimental co´mo surge el comportamiento
altruista de los agentes cuando se enfrentan a situaciones en las que dicho compor-
tamiento es obligatorio para sobrevivir.
En 1998, Heller indico´ que la privatizacio´n de un bien comu´n puede evitar la
sobreutilizacio´n de un recurso, pero puede provocar inadvertidamente lo contrario.
Para describir esta situacio´n, utilizo´ el te´rmino tragedia de los anticomunes. Con
este te´rmino, se refiere al caso en el que varios agentes tienen derecho de exclusio´n
sobre un recurso comu´n, pero ninguno tiene derecho exclusivo de uso. Con ello,
cubre cualquier escenario en el que muchos agentes pueden evitar que otros creen o
utilicen un recurso. Correctamente entendida, lo opuesto a la sobreutilizacio´n de un
bien comunal es la infrautilizacio´n en un anticomu´n. Algunos autores han estudiado
la relacio´n entre la tragedia de los comunes y la de los anticomunes, como Buchanan
y Yoon (2000), Hsu (2003), Fennell (2004), Munzer (2005), Bertacchini et al.(2008).
Para estudiar el problema de los bienes comunales en este cap´ıtulo presentamos
un modelo alternativo en el que se incorporan al modelo tradicional las preferencias
que muestran los agentes con respecto a su propio beneficio y el bienestar social.
Con el fin de analizar esta situacio´n, consideramos un juego n-personal con fun-
ciones de utilidad vectoriales. A partir de diferentes actitudes de los agentes con
respecto al beneficio de los dema´s, concluimos que la tragedia de los comunes no es,
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necesariamente, el resultado del juego.
Con respecto al modelo de Cournot (1838), segu´n la perspectiva de la economı´a
ortodoxa, las empresas deben maximizar beneficios dentro de las leyes y normas de
la sociedad, por lo que dichas empresas no son propensas a actuar altru´ısticamente.
En un modelo de oligopolio cada una de las empresas supone que sus resultados
dependen fuertemente de las decisiones que tome el resto de empresas, es decir,
hay interdependencia estrate´gica entre ellas. Las diversas hipo´tesis que cada em-
presa realice sobre la reaccio´n de la empresa competidora pueden generar distintos
equilibrios en el mercado. En estos casos no se considera la opcio´n de que las em-
presas puedan llegar a acuerdos entre ellas, y, por tanto, se trata de oligopolios no
cooperativos, entre los que ocupa un lugar predominante el modelo de oligopolio de
Cournot.
Un punto de vista ma´s optimista es el que considera que las empresas se preo-
cupan por los dema´s, en este caso, por los consumidores, manifestando una respon-
sabilidad social. As´ı, podr´ıa considerarse la responsabilidad social de las empresas
como una caracter´ıstica similar al altruismo individual de un agente, si bien en la
actualidad los consumidores han an˜adido presio´n a las empresas para que e´stas au-
menten su aportacio´n al cuidado del contexto social. No obstante, hay que distinguir
entre actividades socialmente deseables que son rentables para la empresa y las que
no lo son (Karnani, 2011). La mayor´ıa de la literatura actual sobre responsabilidad
social enfatiza sus relaciones positivas con la rentabilidad (Vogel, 2005; Porter y Kra-
mer, 2006). Por ello, animan a las empresas a ser socialmente responsables en este
sentido y asumen, al menos impl´ıcitamente, que todo comportamiento socialmente
responsable es perfectamente consistente con el intere´s de la empresa.
Una forma de analizar los efectos de la estrategia de responsabilidad social es in-
troducir en la funcio´n de utilidad de la empresa social el exceso de coste que depende
del nivel de responsabilidad social de la empresa (Ni et al., 2010; Manasakis et al.,
2013). Un punto de vista diferente considera que los esfuerzos de responsabilidad
social no inducen costes adicionales a las empresas. En este contexto, como un medio
para incorporar la meta social al modelo estrate´gico, se introduce un porcentaje del
excedente del consumidor en la funcio´n de utilidad de la empresa social (Goering,
2007; Lambertini y Tampieri, 2010; Kopel y Brand, 2012).
El modelo que analizamos en este cap´ıtulo se encuadra en este contexto. Conside-
ramos un duopolio mixto en el que la empresa social internaliza su propio porcentaje
de externalidad y es sensible al excedente del consumidor. Ma´s espec´ıficamente, ana-
lizamos situaciones en las que una empresa maximizadora de beneficios compite con
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una empresa socialmente responsable en un duopolio sobre un bien homoge´neo, o
bien ambas empresas son socialmente responsables. En contraste con la empresa
maximizadora de beneficios, la empresa socialmente responsable tiene en cuenta no
so´lo su propio beneficio, sino tambie´n un porcentaje del excedente del consumidor.
Una diferencia importante con los trabajos anteriormente mencionados estriba en
que, en nuestro modelo, la utilidad de la empresa social viene dada por una funcio´n
biobjetivo.
En el ana´lisis desarrollado en este cap´ıtulo para ambos modelos, procedemos
de modo ana´logo. En primer lugar, presentamos el enfoque cla´sico del problema,
identificando todos los elementos que intervienen en el juego escalar y a continuacio´n,
analizamos el problema con un enfoque distinto, mediante un juego vectorial en el
que los agentes no so´lo buscan su propio beneficio econo´mico, sino que tambie´n tienen
en cuenta otros objetivos. De esta forma, se busca un equilibrio entre las dimensiones
econo´mica y social, entendida esta u´ltima de distintas formas: ya sea, considerando
los beneficios de las restantes empresas en el modelo de los bienes comunales, o bien,
incorporando el excedente del consumidor en el modelo de oligopolio de Cournot.
Esto supone un nuevo marco metodolo´gico, distinto del planteamiento que hace la
microeconomı´a tradicional.
3.2. El modelo cla´sico de los bienes comunales
En esta seccio´n, establecemos el problema cla´sico de los bienes comunales como
un juego. Los elementos que definen el juego son los siguientes:
N es el conjunto de n personas (agentes del juego) que tiene acceso a un recurso
comu´n finito, N = {1, ..., n}.
Para i ∈ N , mi es el nu´mero de unidades del agente i que hace uso del bien
comunal, m = (m1, ...,mn).
M es el nu´mero total de unidades, M = m1 + ...+mn =
∑n
i=1m
i.
V (M) es el beneficio que obtiene cada agente por cada una de las unidades
que hace uso del bien comunal, cuando se utilizan M unidades en total; hay
un valor ma´ximo Mmax de unidades que pueden usar el bien, a partir del cual
V (M) es igual a cero. La funcio´n V es estrictamente decreciente, dos veces
diferenciable, tal que ∂
2V
∂mi
(M) < 0, i ∈ N .
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Para i ∈ N , Ai ⊆ IR+ es el conjunto de estrategias del agente i que, en
este caso, se refieren a cantidades. Como la cantidad total de unidades que
pueden usar los agentes esta´ acotada por Mmax, el conjunto de estrategias
es Ai = [0,Mmax]. Se realiza el estudio para variables reales, ignorando el
cara´cter, a veces discreto, de las mismas, al igual que se hace en la literatura
cla´sica sobre el tema.
Para i ∈ N , ui : ×ni=1Ai → IR, con ui(m) = miV (M) es la funcio´n de utilidad
individual del agente i.
As´ı, G = {(Ai, u)i∈N} representa el juego de los bienes comunales.
El planteamiento tradicional de los bienes comunales se atiene al principio de ra-
cionalidad individual, es decir, cada agente se preocupa de su propio beneficio. En es-
te contexto, los equilibrios de Nash se corresponden con aquellos m∗ = (m∗1, ...,m∗n)
donde cada agente maximiza su utilidad dadas las acciones de los dema´s agentes,
m∗−i = (m∗1, . . . ,m∗i−1,m∗i+1, . . . ,m∗n), es decir, el problema de cada agente es
maximizar ui(m
i,m∗−i) en su conjunto de estrategias Ai.
Dada la accio´n de (n − 1) agentes, se denota por ri(m−i), la funcio´n de me-
jor respuesta o funcio´n de reaccio´n del agente i ante la accio´n de los dema´s. Da-
das las hipo´tesis iniciales sobre la funcio´n V (M), las funciones de reaccio´n, ri, son
no crecientes, estrictamente decrecientes en un intervalo acotado y continuamente
diferenciables, lo que garantiza la existencia de un u´nico equilibrio que viene da-
do por el punto de corte de las funciones de reaccio´n. El punto de equilibrio es
m∗ = (M
∗
n
, ..., M
∗
n
), donde M∗ = argmaxmi∈Aiui(mi,m∗−i).
Ejemplo 3.2.1. Un conjunto de n ganaderos tiene derecho de uso de un pastizal para
alimentar a sus ovejas, siendo V (M) = a −M2 el beneficio que obtienen de cada
oveja si hay M ovejas en el terreno. Por tanto,
uj(m) = m
j(a− (
n∑
i=1
mi)2).
El equilibrio de Nash de este juego se alcanza llevando cada agente al terreno a
pastar el mismo nu´mero de ovejas, m∗i = 1
n
√
an
n+2
, de modo que el nu´mero total
de ovejas que se llevan a pastar es M∗ =
√
an
n+2
, siendo la utilidad individual del
ganadero i, ui(m) =
√
a
n(n+2)
(a − (n
√
a
n(n+2)
)2) = 2
n
√
a3n
(n+2)3
. De este modo, la
utilidad total es n 2
n
√
a3n
(n+2)3
= 2
√
a3n
(n+2)3
.
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Toda esta informacio´n queda recogida en la Tabla 3.1, en la que se muestran los
resultados obtenidos si el pastizal fuese un bien privado (n = 1), y un bien comunal,
incluyendo el caso de dos ganaderos y cuando la cantidad de ganaderos tiende a ∞.
Puede observarse que, en este u´ltimo caso, cuando el nu´mero de ganaderos tiende
a ∞ el nu´mero de ovejas que cada ganadero lleva a pastar al terreno tiende a cero,
m∗i = 0, y la utilidad total tiende a ser nula.
No de ganaderos n = 1 n = 2 n n =∞
No ovejas individual
√
a
3
1
2
√
a
2
1
n
√
an
n+2
0
No ovejas total
√
a
3
√
a
2
√
an
n+2
√
a
Ganancia individual 2
√
a3
33
√
2a3
43
2
n
√
a3n
(n+2)3
0
Ganancia total 2
√
a3
33
2
√
2a3
43
2
√
a3n
(n+2)3
0
Tabla 3.1. Equilibrios para bienes comunales: comportamiento racional.
En la Figura 3.1 se representan las curvas de reaccio´n y el equilibrio para dos
ganaderos.
m1
r2
m2
r1
m⇤2
m⇤1
Figura 3.1. Curvas de reaccio´n de los agentes y punto de equilibrio.
37
3.3. El modelo de los bienes comunales con preferencias sociales
3.3. El modelo de los bienes comunales con pre-
ferencias sociales
A continuacio´n, consideramos el juego de los bienes comunales cuando los agentes
muestran una preocupacio´n por el bienestar de los dema´s. En este contexto, cada
uno de los agentes no so´lo tiene en cuenta su beneficio individual, sino que tambie´n
considera los beneficios de los dema´s agentes implicados.
Para analizar esta situacio´n, consideramos un juego n-personal en el que ini-
cialmente todos los agentes consideran la misma funcio´n de utilidad vectorial u :
×ni=1Ai → IRn, con u := (ui(m))i∈N , donde ui(m) = miV (M), para i ∈ N .
Este juego se denota por G = {(Ai, u)i∈N}.
Se define formalmente un equilibrio de Nash para este juego del siguiente modo.
Definicio´n 3.3.1. El perfil de estrategias (m∗i,m∗−i) es un equilibrio de Nash para
el juego G = {(Ai, u)i∈N} si /∃ i ∈ N con mi ∈ Ai tal que u(mi,m∗−i) ≥ u(m∗), ∀i.
Para i ∈ N , denotamos por Ri la correspondencia que representa la mejor res-
puesta del agente i a las acciones de los dema´s agentes. En el caso de utilidades
vectoriales, la mejor respuesta de un agente a las acciones de los restantes agentes
no es en general u´nica, sino que es un subconjunto de su conjunto de estrategias,
Ri(m−i) ⊆ Ai, formado por aquellas estrategias del agente i que no mejoran su
utilidad vectorial por desviacio´n desde ellas. As´ı, un perfil de estrategias (m∗i,m∗−i)
es un equilibrio de Nash para el juego G = {(Ai, u)i∈N} si y so´lo si m∗i ∈ Ri(m∗−i)
para i ∈ N . El conjunto de los equilibrios de Nash para G = {(Ai, u)i∈N} se denota
E(G). Para determinar este conjunto establecemos la funcio´n de reaccio´n del agente
i teniendo en cuenta cada funcio´n componente uj, de su funcio´n de utilidad vectorial
u, rij(m
−i), i, j ∈ N .
El siguiente resultado caracteriza los equilibrios de Nash para el juego vectorial.
Proposicio´n 3.3.2. El conjunto de los equilibrios de Nash del juego G = {(Ai, u)i∈N}
es
E(G) = {(m1, ...,mn) : 0 ≤ mi ≤ ri(m−i), i ∈ N}.
Demostracio´n. Se deduce de la Proposicio´n 2.2.4, sabiendo que la componente i-
e´sima de u, ui(m
1, ...,mn) = miV (M), proporciona la misma funcio´n de reaccio´n que
la correspondiente al juego escalar con funcio´n de pagosmiV (M), rii(m
−i) = ri(m−i).
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Cuando el agente i considera la j-e´sima componente de u, j 6= i, uj(m1, ...,mn) =
mjV (M), como V (M) es decreciente, el ma´ximo de uj(m
i,m−i) con respecto a mi se
alcanza para mi = 0, es decir, rij(m
−i) = 0, ∀j 6= i. Adema´s, debido a la concavidad
de cada uj con respecto a la accio´n del agente i, el conjunto de reaccio´n para el
agente i viene dado por Ri(m−i) = {mi : 0 ≤ mi ≤ ri(m−i)}, por lo que se tiene el
resultado. 2
Ejemplo 3.3.3. Si en el ejemplo 3.2.1, cada ganadero considera tanto su funcio´n de
utilidad como la de los dema´s, se obtiene un juego n-personal en el que la funcio´n
de utilidad vectorial de cada agente es
u(m) = (ui(m))i∈N , ui(m) = mi(a− (
n∑
j=1
mi)2), i ∈ N.
Para el caso de dos ganaderos, tenemos
u(m) = (u1(m), u2(m)) = (m
1(a− (m1 +m2)2,m2(a− (m1 +m2)2).
Las correspondientes funciones de mejor respuesta del agente i a las acciones del
agente j con respecto a las componentes de sus funciones de utilidad son
ri1(m
j) =
−2mj +√(mj)2 + 3a
3
, ri2(m
j) = 0, i, j = 1, 2, i 6= j.
Y el conjunto de equilibrios es
E(G) =
{
(m1,m2) ∈ IR2+ : m1 ≤ −2m
2+
√
(m2)2+3a
3
, m2 ≤ −2m1+
√
(m1)2+3a
3
}
.
m1
m2
R1
p
a
p
a
3
r11
r12
m1
m2
E(G)
Figura 3.2. Curvas de reaccio´n de un agente y conjunto de equilibrios.
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En la Figura 3.2 se representan las curvas de reaccio´n de un agente y el conjunto
de equilibrios E(G) del juego bipersonal bicriterio.
El conjunto de los equilibrios de Nash para el juego G es un conjunto muy amplio.
Para obtener un refinamiento de dicho conjunto, se puede incorporar en el estudio de
los equilibrios la actitud de cada agente con respecto a los beneficios de los dema´s.
En la situacio´n inicial, suponemos que las preferencias de los agentes sobre el
espacio de estrategias conjuntas A := ×i∈NAi son incompletas. Para cada i ∈ N ,
denotamos por %i la relacio´n binaria que representa las preferencias del agente i, y
por vi y i las correspondientes relaciones de indiferencia y preferencia estricta. En
este contexto, las preferencias incompletas de los agentes esta´n representadas por
una funcio´n de utilidad vectorial en el sentido siguiente:
a) Si u(a) = u(b), entonces a %i b.
b) Si u(a) = u(b), entonces a vi b.
c) Si u(a) > u(b), entonces a i b.
Al introducir distintas actitudes de los agentes sobre los beneficios de los otros
agentes es posible refinar las correspondientes preferencias. Establecemos, a con-
tinuacio´n, diferentes actitudes de los agentes con respecto a las utilidades de los
dema´s. Sea ΠN el conjunto de todas las posibles permutaciones del conjunto de
agentes N . Para una permutacio´n pi ∈ ΠN , con x ∈ IRn, denotamos xpi ≡ (xpi(i))i∈N .
Y sea pi(−i) una permutacio´n del conjunto de agentes N \ i.
Definicio´n 3.3.4. Sea x ∈ IRn, donde xj representa la utilidad individual del agente
j. Sea %i la relacio´n binaria que representa las preferencias del agente i. El agente
i es
a) ecua´nime si para cada x ∈ IRn y cada pi ∈ ΠN , x ∼i xpi.
b) imparcial si para cada x ∈ IRn, (xi, x−i) vi (xi, xpi(−i)).
c) altruista si existen x, x¯ ∈ IRn con xi < x¯i, tales que x i x¯.
d) ego´ısta si para cada x, x¯ ∈ IRn, con xi < x¯i, x 6i x¯.
La propiedad de ecuanimidad es un propiedad de simetr´ıa, que establece que
no importa el nombre de los agentes, se trata a todos ellos de igual modo. La
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imparcialidad significa que cada agente considera igual de importantes los beneficios
de todos los dema´s. El altruismo y el ego´ısmo son conceptos opuestos, definiendo el
altruismo como la posibilidad de que un agente elija una estrategia, anteponiendo
en ocasiones el beneficio de los dema´s al suyo propio.
3.3.1. Equilibrios utilitaristas
El enfoque utilitarista considera una representacio´n aditiva de las preferencias
del agente. Por tanto, la funcio´n de valor de cada agente es viλ(m) =
∑n
j=1 λ
i
juj(m),
donde λi ∈ ∆n = {λi ∈ IRn/∑nj=1 λij = 1, λij ≥ 0}.
En el siguiente resultado se establece la relacio´n entre la actitud social de los
agentes y los para´metros correspondientes a la representacio´n aditiva de las prefe-
rencias.
Lema 3.3.5. Si las preferencias del agente i ∈ N se representan mediante una
funcio´n de valor aditiva, entonces el agente i es
a) ecua´nime si y so´lo si λij = λ
i
k para todo j, k ∈ N .
b) imparcial si y so´lo si λij = λ
i
k para todo j, k 6= i.
c) altruista si y so´lo si λij > 0 para algu´n j 6= i.
d) ego´ısta si y so´lo si λij = 0 para todo j 6= i.
Demostracio´n. a) Si el agente i es ecua´nime, entonces para todo x, viλ(x) = v
i
λ(xpi).
As´ı, para x¯ tal que x¯k = 1 para k = j y x¯k = 0 para k 6= j, viλ(x¯) = λij y para todo
k, existe una permutacio´n tal que viλ(x¯pi) = λ
i
k. Por tanto, λ
i
j = λ
i
k.
Del mismo modo se puede demostrar la implicacio´n rec´ıproca.
b) La demostracio´n es ana´loga a la del apartado a) en N \ i.
c) ⇒) Supongamos lo contrario de lo que queremos demostrar, es decir, que λij = 0
para todo j 6= i, as´ı λii = 1 entonces viλ(x) = λiixi < λiix¯i = viλ(x¯), y esto contradice
x i x¯.
⇐) λij > 0 para algu´n j 6= i.
Si λii = 0, entonces tomemos x tal que xk = 0 para k 6= j, y xj = 2; y x¯ tal que
x¯k = 1 para k = i y para k = j y x¯k = 0 para k 6= i, j. Entonces, viλ(x¯) < viλ(x).
Si λii > 0, entonces sean x tal que xk = 0 para k 6= j, y xj = a, con a >
λii+λ
i
j
λij
; y x¯
tal que x¯k = 1 para k = i y para k = j y x¯k = 0 para k 6= i, j. Luego, viλ(x¯) < viλ(x).
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d) Un agente es ego´ısta si no es altruista, por tanto, usando c), es ego´ısta si y so´lo
si λij = 0 para todo j 6= i. 2
3.3.1.1. Agentes imparciales y altruistas
Dependiendo de la situacio´n, no todos los equilibrios son factibles de ser adopta-
dos por los agentes. Es por ello que vamos a investigar cua´les son los equilibrios que
se alcanzan cuando los agentes eligen sus mejores respuestas de acuerdo a diferentes
actitudes sociales. Si el agente i es imparcial y altruista, λij = λ
i
k para j, k 6= i, y
adema´s, λik > 0 para algu´n k 6= i, por lo que λij = λik > 0 para j, k 6= i. Por tanto,
podemos expresar la funcio´n de valor del agente i como
viλ(m) = λ
i
iui(m) +
n∑
j=1
j 6=i
λ¯iuj(m)
donde λ¯i = λij > 0 para todo j 6= i.
Como para cada i ∈ N λ¯i > 0, dividiendo por este valor, podemos considerar
una funcio´n de valor parame´trica
viγ(m) = γ
iui(m) +
n∑
j=1
j 6=i
uj(m)
donde el para´metro γi ∈ IR se denomina grado de altruismo inverso del agente i,
e indica la importancia que para el agente i tiene su propio beneficio. As´ı, cuanto
mayor sea el valor de γi, mayor es la importancia que el agente i da a su propio
beneficio y menor es la implicacio´n del agente con respecto al beneficio que obtienen
los otros. Denominamos al juego Gγ = {(Ai, viγ)i∈N} juego imparcial y altruista con
preferencias aditivas.
Sea MV (M) la funcio´n real de variable real que representa el beneficio agregado
si todos los agentes actu´an conjuntamente. Denotemos por S∗ = argmax{MV (M)}.
El siguiente resultado establece los equilibrios para el juego imparcial y altruista con
preferencias aditivas.
Proposicio´n 3.3.6. Para el juego Gγ
a) Si γi = 1 ∀i ∈ N , E(Gγ) = {(m1, ...,mn) : mi ≥ 0,
∑
i∈N m
i = S∗}.
b) Si γi < 1 ∀i ∈ N , entonces hay un u´nico equilibrio m∗. Este equilibrio cumple∑
i∈N m
∗i < S∗.
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c) Si γi > 1 ∀i ∈ N , entonces hay un u´nico equilibrio m∗. Este equilibrio cumple∑
i∈N m
∗i > S∗.
Adema´s, en b) y c) si γj = γk para todo j, k ∈ N , mj = mk.
Demostracio´n. a) Si γi = 1 para todo i ∈ N , viγ(m) =
∑n
i=1 ui(m), es decir, v
i
γ(m) =
(
∑n
i=1m
i)V (M) = {MV (M)}, por tanto, todos los agentes maximizan la misma
funcio´n. Luego, la funcio´n de mejor respuesta de todos los agentes es Ri(m−i) = S∗−∑
j∈N
j 6=i
mj y, por tanto, los equilibrios son (m1, ...,mn) y cumplen que
∑
i∈N m
i = S∗,
adema´s de mi ≥ 0.
b) Si γi < 1 para todo i ∈ N , en primer lugar, podemos indicar que la existencia
de equilibrio esta´ asegurada porque las funciones de utilidad individuales, uj, son
co´ncavas en su propia accio´n. Sea (mˆi, mˆ−i) tal que
∑
i∈N mˆ
i ≥ S∗. Entonces, como la
funcio´n de valoracio´n es estrictamente co´ncava en su propia accio´n, cuando el agente
i se mueve a mˆi − , la funcio´n de valor aumenta, y por tanto no es un equilibrio.
Adema´s, las funciones de mejor respuesta de todos los agentes no coinciden como
ocurre en el caso anterior, luego el equilibrio es u´nico.
c) Demostracio´n ana´loga a b).
Cuando γj = γk para todo j, k ∈ N en b) y c), entonces mj = mk porque los agentes
son sime´tricos. 2
Proposicio´n 3.3.7. Si ∃j, k ∈ N tales que γj > 1, γk < 1, no existe equilibrio.
Demostracio´n. Siguiendo un razonamiento similar al de la proposicio´n anterior. 2
Ejemplo 3.3.8. Para el ejemplo 3.2.1, en el que n ganaderos tienen derecho de uso
de un pastizal para alimentar a sus ovejas, con V (M) = a −M2, y considerando,
en este caso, que los agentes son imparciales y altruistas, la funcio´n de valor que
representa las preferencias aditivas es
viγ(m) = (γ
imi +
n∑
j=1
j 6=i
mj)(a− (
n∑
j=1
mj)2).
Consideramos el caso en el que todos los agentes tienen el mismo grado de al-
truismo γi = γ.
En la Tabla 3.2 se recogen los resultados obtenidos para los casos particulares
de un u´nico ganadero (bien privado), de dos ganaderos y el caso extremo en el que
el nu´mero de ganaderos tiende a ∞, y en la Tabla 3.3, para el caso general.
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No de ganaderos n = 1 n = 2 n =∞
No ovejas individual
√
a
3
√
γa
8γ+4
0
No ovejas total
√
a
3
√
γa
2γ+1
√
γa
γ+2
Ganancia individual 2
√
a3
33
γ+1
2
√
γa3
(2γ+1)3
0
Ganancia total 2
√
a3
33
(γ + 1)
√
γa3
(2γ+1)3
0
Tabla 3.2. Equilibrios imparciales y altruistas para n=1, n=2 y n =∞.
n, γ
No ovejas individual
√
γa
(γ+2)n2+2(γ−1)n
No ovejas total
√
γan
(γ+2)n+2(γ−1)
Ganancia individual 2(n+γ−1)
n
√
γa3n
((γ+2)n+2(γ−1))3
Ganancia total 2(n+ γ − 1)
√
γa3n
((γ+2)n+2(γ−1))3
Tabla 3.3. Equilibrios imparciales y altruistas. Caso general.
Para casos extremos de los valores de γ, se obtienen resultados interesantes. Si
γ = 0, tanto el nu´mero de ovejas como la utilidad individual y total son nulos. Para
γ = 1, los valores obtenidos coinciden con los del bien privado a repartir entre el
nu´mero de ganaderos y si γ tiende a ∞, se obtienen los mismos resultados que si
no se tiene en cuenta la utilidad de los dema´s ganaderos. Este ser´ıa el caso de un
agente ego´ısta. En la Tabla 3.4 se recogen todos estos resultados.
γ = 0 γ = 1 γ =∞
No ovejas individual 0 mi ≥ 0 : ∑i∈N mi = √a3 1n√ ann+2
No ovejas total 0
√
a
3
√
an
n+2
Ganancia individual 0 miV (M),mi ≥ 0 : ∑i∈N mi = √a3 2n√ a3n(n+2)3
Ganancia total 0 2
√
a3
33
2
√
a3n
(n+2)3
Tabla 3.4. Equilibrios imparciales y altruistas para γ = 0, γ = 1 y γ =∞.
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m1
m2
r1 = r2
r1
m2
m1
r2
b)a)
m1
m2
r1
r2
m1
r2
m2
r1
d)c)
Figura 3.3. Equilibrios para agentes imparciales y altruistas. Representacio´n
aditiva.
En la Figura 3.3 se muestran las gra´ficas de los equilibrios para dos ganaderos,
considerando distintos valores de γi. Si los agentes tienen grados de altruismo unita-
rios (Figura 3.3 a)), es decir, los agentes son ecua´nimes, hay mu´ltiples equilibrios, en
la gra´fica podemos ver un segmento. Este es un caso digno de mencio´n, dado que si
los agentes fuesen cooperativos buscar´ıan maximizar la suma de todos los beneficios,
lo que supone, en una representacio´n aditiva de las preferencias, considerar que los
pesos son iguales para todos. Por tanto, la cooperacio´n se puede entender como un
caso particular del altruismo. Por otra parte, cuando ambos grados de altruismo son
menores que 1 (Figura 3.3 b)), hay un u´nico equilibrio que se encuentra por debajo
45
3.3. El modelo de los bienes comunales con preferencias sociales
del segmento. Esto es, la cantidad de equilibrio es menor que la cantidad total si
los agentes cooperasen. Cuando los grados de altruismo son mayores que 1 (Figura
3.3 c)), un u´nico equilibrio por encima del segmento. Por u´ltimo, si uno de ellos es
inferior y el otro es superior a 1 (Figura 3.3 d)), no hay equilibrio.
En el caso estudiado anteriormente, un juego imparcial y altruista con preferen-
cias aditivas para dos agentes, el conjunto de equilibrios es, o bien vac´ıo, o un punto,
o un segmento.
Observacio´n 3.3.9. Es interesante sen˜alar que en estos casos (3.3 b),c)), dado que la
cantidad total de este juego es estrictamente inferior al pasto disponible, aunque se
consumiese la cantidad total del juego, se consigue evitar la tragedia de los comunes.
3.3.1.2. Agentes imparciales: prosociales y egosociales
Hasta ahora hemos analizado los equilibrios para agentes imparciales y altruistas.
A continuacio´n, de forma ma´s general, vamos a tener en cuenta solamente el cara´cter
imparcial de los agentes con una representacio´n aditiva de la preferencias
viλ(m) =
n∑
j=1
λijuj(m)
donde λi ∈ ∆n = {λi ∈ IRn/∑nj=1 λij = 1, λij ≥ 0} .
Para los agentes imparciales la funcio´n de valoracio´n es
viλ(m) = λ
i
iui(m) +
n∑
j=1
j 6=i
λ¯iuj(m), k 6= i.
En esta ocasio´n, no es posible hacer una parametrizacio´n de la funcio´n de valor
como cuando los agentes son imparciales y altruistas, ya que no esta´ asegurado que
los pesos asociados a las utilidades individuales de los restantes agentes sean no
nulos.
Analizaremos dos tipos de comportamiento con respecto al propio beneficio. En
primer lugar, consideramos los agentes prosociales como aquellos agentes imparcia-
les para los que el beneficio propio no es ma´s importante que el de los dema´s, y, en
segundo lugar, los agentes egosociales son agentes imparciales para los que el bene-
ficio propio es al menos igual de importante que el del resto. Como utilizamos una
representacio´n aditiva de las preferencias, esto se traduce en un conjunto diferente
de pesos.
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Definicio´n 3.3.10. Si las preferencias del agente i ∈ N se representan mediante
una funcio´n de valor aditiva, entonces un agente i imparcial es
a) prosocial si λii ≤ λij,∀j 6= i, λij = λik, , j, k 6= i.
b) egosocial si λii ≥ λij,∀j 6= i, λij = λik, j, k 6= i.
As´ı, para un agente prosocial, el conjunto de pesos es Λipro = {λi ∈ Λi : λii ≤
λij, ∀j 6= i, λij = λik, i 6= j, k}, y denotamos Λpro = ×i∈NΛipro. Para un agente egoso-
cial, se considera el siguiente conjunto Λiego = {λi ∈ Λi : λii ≥ λij,∀j 6= i, λij = λik, i 6=
j, k}, y se denota Λego = ×i∈NΛiego.
Obse´rvese que los agentes egosociales pueden ser agentes altruistas o bien ego´ıstas.
Es decir, este es un planteamiento ma´s general que incluye tambie´n el modelo cla´sico
de los bienes comunales, en el que los agentes so´lo se preocupan por el propio benefi-
cio. Sin embargo, los agentes prosociales son todos altruistas, puesto que si un agente
es prosocial, el peso asociado al propio beneficio es inferior o igual al peso asociado
al de los dema´s y si adema´s la suma de los pesos debe ser igual a la unidad, el peso
asignado a los beneficios de los dema´s es no nulo, por lo que es altruista. Es decir,
los agentes prosociales constituyen un subconjunto dentro de los agentes altruistas.
Asimismo, la unio´n de ambos conjuntos de agentes, los prosociales y los egosociales,
conforma los agentes imparciales, y como caso particular, aquellos agentes que son
a la vez, prosociales y egosociales, son los que hemos denominado ecua´nimes.
Los bienes comunales con agentes prosociales
Desde una perspectiva social, si la importancia relativa que cada agente asigna
a su beneficio individual no es superior que la que asigna al beneficio de los dema´s
y considera a los restantes agentes por igual, tenemos un juego multicriterio, de-
nominado juego prosocial, que se denota GΛpro = {(Ai, u,Λipro)i∈N}. En el siguiente
resultado se establece la funcio´n de utilidad transformada para el agente i en este
juego, viΛpro .
Proposicio´n 3.3.11. El conjunto de equilibrios utilitaristas para el juego prosocial
GΛpro = {(Ai, u,Λipro)i∈N} coincide con el conjunto de equilibrios de´biles del juego
{(Ai, viΛpro)i∈N}, donde
viΛpro(m
1, ...,mn) = (
n∑
j=1
i 6=j
mj
n− 1V (M),
n∑
j=1
mj
n
V (M)).
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Demostracio´n. El conjunto Λipro es un poliedro cuyos puntos extremos son
(
1
n− 1 , . . . ,
i︷︸︸︷
0 , . . . ,
1
n− 1), (
1
n
, . . . ,
1
n
),
entonces viΛpro = B
i · ui, donde Bi es una matriz cuyas filas son los puntos extremos
de Λipro, y se tiene el resultado a partir de la Proposicio´n 2.3.6. 2
La primera componente de la funcio´n de utilidad transformada del agente i es
la media de los beneficios de los restantes agentes, lo que supone una preocupacio´n
extrema por los dema´s, al no considerar en absoluto el propio beneficio. La segunda
componente es la media de los beneficios de todos los agentes, lo que representa un
comportamiento social responsable.
Para obtener las funciones de reaccio´n del agente i con respecto a las componentes
de su nueva funcio´n de utilidad vectorial, como V (M) es decreciente, el ma´ximo de∑n
j=1
i 6=j
mj
n−1V (M) con respecto a m
i se alcanza en mi = 0, es decir, rij(m
−i) = 0, ∀j 6=
i. Si ris(m
−i) es la funcio´n de reaccio´n con respecto a la segunda componente, el
conjunto de equilibrios de Nash viene dado en el siguiente resultado.
Lema 3.3.12. El conjunto de los equilibrios de Nash del juego prosocial GΛpro es:
E(GΛpro) = {(mi,m−i) | 0 ≤ mi ≤ ris(m−i), i ∈ N}.
Demostracio´n. Se obtiene la demostracio´n utilizando la Proposicio´n 2.2.4. Conside-
remos un punto (mˆi, mˆ−i) tal que mˆi > ris(mˆ
−i). Como las dos componentes de la
funcio´n de utilidad transformada son estrictamente c´oncavas con respecto a las ac-
ciones del agente i, ambas funciones son decrecientes para mi > ris(mˆ
−i), se tiene que
si el agente i se mueve a mˆi − , ambas aumentara´n. Luego, (mˆi, mˆ−i) /∈ E(GΛpro).
Adema´s, si 0 ≤ mˆi ≤ ris(mˆ−i), cualquier movimiento individual de alguno de los
agentes producira´ un incremento de una de las componentes y un decremento en la
otra, por tanto (mˆi, mˆ−i) ∈ E(GΛpro). 2
Ejemplo 3.3.13. Para el ejemplo 3.2.1, la funcio´n de utilidad transformada del agente
i en el juego prosocial para el juego bipersonal bicriterio es
(vi1(m
1,m2), vi2(m
1,m2)) = (m2(a− (m1 +m2)2), m
1 +m2
2
(a− (m1 +m2)2).
Las correspondientes funciones de mejor respuesta del agente i a las acciones del
agente j con respecto a cada componente de su nueva funcio´n vectorial, y el conjunto
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de equilibrios son, respectivamente
ri1(m
j) = 0, ris(m
j) =
√
a
3
−mj.
E(GΛpro) =
{
(m1,m2) ∈ IR2+ : m1 +m2 ≤
√
a
3
}
.
En la Figura 3.4 se representan las curvas de reaccio´n de los agentes y el conjunto
de equilibrios E(GΛpro) del juego prosocial.
m1
m2
r1s
r12
p
a
3
p
a
3
R1
m1
m2
E(G⇤pro)
b)a)
Figura 3.4. Curvas de reaccio´n de los agentes y equilibrios del juego prosocial.
Los bienes comunales con agentes egosociales
Si en el juego multicriterioG = {(Ai, u)i∈N}, suponemos que cada agente asigna a
su propio beneficio al menos la misma importancia que a los beneficios de los dema´s, a
los que considera igual de importantes, estamos ante un agente egosocial. Al incorpo-
rar estas preferencias sociales de cada agente i en el juego G = {(Ai, u)i∈N}, obtene-
mos un juego transformado denominado juego egosocial GΛego = {(Ai, u,Λiego)i∈N}.
La nueva funcio´n de valor para el agente i, viΛego , se convierte en una funcio´n con
dos componentes. La siguiente proposicio´n establece esta nueva funcio´n.
Proposicio´n 3.3.14. El conjunto de equilibrios utilitaristas para el juego egosocial
GΛego = {(Ai, u,Λiego)i∈N} coincide con el conjunto de equilibrios de´biles del juego
{(Ai, viΛego)i∈N}, donde
viΛego(m
1, ...,mn) = (miV (M),
n∑
j=1
mj
n
V (M)).
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Demostracio´n. Como el conjunto Λiego es un poliedro cuyos puntos extremos son
(0, . . . , 1.
i)
, . . . , 0), (
1
n
, . . . ,
1
n
)
entonces viΛego = B
i · ui, donde Bi es una matriz cuyas filas son los puntos extremos
de Λiego, y se tiene el resultado a partir de la Proposicio´n 2.3.6. 2
Obse´rvese que la primera componente de esta nueva funcio´n del agente i, si-
guiendo un comportamiento racional, es su propio beneficio, es decir, su utilidad
individual, ui y la segunda componente es la media de los beneficios de todos los
agentes, lo que implica un comportamiento social responsable.
Para determinar el conjunto de equilibrios para el juego egosocial, consideramos
la funcio´n de reaccio´n del agente i para cada componente de su funcio´n de valor.
Se denota por ri1(m
−i) la funcio´n de reaccio´n del agente i con respecto a la primera
componente de dicha funcio´n (utilidad individual) y ris(m
−i) la funcio´n de reaccio´n
de la segunda componente, la social, ∀i ∈ N. El siguiente resultado identifica estos
equilibrios para el caso general.
Lema 3.3.15. El conjunto de equilibrios de Nash del juego egosocial GΛego es
E(GΛego) = {(mi,m−i) | ris(m−i) ≤ mi ≤ ri1(m−i), i ∈ N}.
Demostracio´n. La demostracio´n es ana´loga a la realizada en el Lema 3.3.12, utili-
zando la Proposicio´n 2.2.4. No´tese que ris(m
−i) < ri1(m
−i),∀i ∈ N , ya que cooperar
proporciona un menor nu´mero de unidades que ser un maximizador individual.
Sea un punto (mˆi, mˆ−i) tal que mˆi < ris(mˆ
−i). Como las dos componentes de la
funcio´n de valor son estrictamente c´oncavas con respecto a las acciones del agente
i, para mi < ris(mˆ
−i), se tiene que si el agente i se mueve a mˆi + , entonces
ambas aumentara´n. Por tanto, (mˆi, mˆ−i) /∈ E(GΛego). Ana´logamente, se verifica
para mˆi > ri1(mˆ
−i).
Por otra parte, si ris(mˆ
−i) ≤ mˆi ≤ ri1(mˆ−i), entonces algu´n movimiento individual
de alguno de los agentes producira´ un incremento de una de las componentes y un
decremento en la otra, por tanto (mˆi, mˆ−i) ∈ E(GΛego). 2
Ejemplo 3.3.16. Para el ejemplo 3.2.1, la funcio´n de utilidad transformada del agente
i en el juego egosocial obtenida del juego bipersonal bicriterio es
(vi1(m
1,m2), vi2(m
1,m2)) = (mi(a− (m1 +m2)2), m
1 +m2
2
(a− (m1 +m2)2).
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Las correspondientes funciones de mejor respuesta del agente i a las acciones del
agente j con respecto a cada componente de su nueva funcio´n de valor vectorial, y
el conjunto de equilibrios son, respectivamente
ri1(m
j) =
−2mj +√(mj)2 + 3a
3
, ris(m
j) =
√
a
3
−mj.
E(GΛego) =
{
(m1,m2) ∈ IR2+ : m1 +m2 ≥
√
a
3
, m1 ≤ −2m2+
√
(m2)2+3a
3
,
m2 ≤ −2m1+
√
(m1)2+3a
3
}
}
.
En la Figura 3.5 se representan las curvas de reaccio´n de los agentes y el conjunto
de equilibrios E(GΛego) del juego egosocial.
m1
m2
r1
r1s p
a
3
R1
p
a
m1
m2
E(G⇤ego)
b)a)
Figura 3.5. Curvas de reaccio´n de los agentes y equilibrios del juego egosocial.
Observacio´n 3.3.17. Es interesante poner de manifiesto que el conjunto completo de
los equilibrios de Nash del juego vectorial de los bienes comunales es la unio´n del
conjunto de los equilibrios de Nash del juego prosocial, GΛpro = {(Ai, u,Λipro)i∈N}, y
el conjunto de los equilibrios de Nash del juego egosocial, GΛego = {(Ai, u,Λiego)i∈N},
aunque no estamos considerando todos los posibles pesos, ya que so´lo consideramos
agentes imparciales, es decir, Λego ∪ Λpro ⊂ Λ.
El conjunto de los equilibrios de Nash del juego G = {(Ai, u)i∈N} se ha redu-
cido incorporando en el modelo informacio´n adicional sobre las preferencias de los
agentes. Sin embargo, au´n tenemos una gran cantidad de equilibrios. Por ello, pa-
ra delimitar el conjunto de equilibrios es necesario hacer refinamientos basados en
reglas de decisio´n adicionales.
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Para ello, consideramos una regla pesimista para elegir un subconjunto reducido
del conjunto de equilibrios de Nash de entre todos los equilibrios de Nash del juego
GΛpro y del juego GΛego .
Equilibrios prosociales conservadores
A continuacio´n, proponemos un ana´lisis diferente del problema para reducir el
conjunto de los equilibrios de Nash del juego prosocial GΛpro = {(Ai, u,Λipro)i∈N}.
En este juego consideramos que la valoracio´n del agente i viene dada por
viΛpro(m
i,m−i) =
n∑
j=1
λijuj(m
i,m−i), ∀λi ∈ Λipro.
Si los agentes muestran una actitud conservadora con respecto a los diferentes
valores que toma la funcio´n aditiva, la nueva funcio´n de valor para el agente i viene
dada por el mı´nimo valor ponderado considerando todos los posibles pesos en Λpro.
Formalmente,
v
Λipro
c (m
i,m−i) = mı´n
λi∈Λipro
n∑
j=1
λijuj(m
i,m−i).
Como los puntos extremos de Λipro son λ
i
j(1) = (
1
n−1 , . . . ,
i︷︸︸︷
0 , . . . , 1
n−1), λ
i
j(2) =
( 1
n
, . . . , 1
n
), en virtud del Teorema 2.3.6, podemos expresar
v
Λipro
c (m
i,m−i) = mı´n
{
n∑
j=1
λij(1)uj(m
i,m−i),
n∑
j=1
λij(2)uj(m
i,m−i)
}
Por tanto,
v
Λipro
c (m
i,m−i) = mı´n

n∑
j=1
i 6=j
mj
n− 1V (M),
n∑
j=1
mj
n
V (M)
 =
=

∑n
j=1
i 6=j
mj
n−1V (M) si m
i ≤∑nj=1
i 6=j
mj
n−1∑n
j=1
mj
n
V (M) si mi >
∑n
j=1
i 6=j
mj
n−1
El siguiente resultado caracteriza el conjunto de los equilibrios conservadores para
el juego GΛpro = {(Ai, ui,Λipro)i∈N}. Sea S∗ = argmax{MV (M)}, donde MV (M)
es la funcio´n que representa el beneficio agregado cuando todos los agentes actu´an
conjuntamente.
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Lema 3.3.18. El conjunto de los equilibrios prosociales conservadores del juego
n-personal GΛpro es:
Ec(GΛpro) =
{
(m1, ...,mn) |mi = mj,∀i, j ∈ N, 0 ≤ mi ≤ S
∗
n
}
.
Demostracio´n. Por el Lema 3.3.12, los equilibrios prosociales conservadores esta´n
contenidos en el conjunto E(GΛpro) = {(mi,m−i) | 0 ≤ mi ≤ ris(m−i), i ∈ N}, es
decir, 0 ≤ mi ≤ S∗
n
.
Consideremos un punto (mˆi, mˆ−i) ∈ E(GΛpro) tal que mˆi >
∑n
j=1
i 6=j
mˆj
n−1 , entonces
como
∑n
j=1 λ
i
j(2)uj es estrictamente c´oncava con respecto a las acciones del agente
i, si el agente i se mueve a mˆi− , la funcio´n vΛiproc = ∑nj=1
i 6=j
λij(2)uj aumenta. Luego,
(mˆi, mˆ−i) /∈ Ec(GΛpro). Ana´logamente se demuestra que si existe i tal que mˆi <∑n
j=1
i 6=j
mˆj
n−1 y el agente i se mueve a mˆ
i + , la funcio´n v
Λipro
c =
∑n
j=1 λ
i
j(1)uj aumenta.
Sea (mˆi, mˆ−i) ∈ E(GΛpro) tal que ∀i, mˆi =
∑n
j=1
i 6=j
mˆj
n−1 , es decir, m
i = mj,∀i, j ∈
N . Luego, si el agente i se mueve a mˆi + , v
Λipro
c =
∑n
j=1 λ
i
j(2)uj disminuye, y si se
mueve a mˆi − , vΛiproc = ∑nj=1 λij(1)uj disminuye. As´ı, (mˆi, mˆ−i) ∈ Ec(GΛpro). 2
Ejemplo 3.3.19. Para el ejemplo 3.2.1 la funcio´n de valor para el agente i cuando
considera una actitud pesimista en el conjunto de pesos Λpro es
v
Λipro
c (m
1,m2) =
{
mjV (M) si mi ≤ mj
mi+mj
2
V (M) si mi > mj
La correspondiente funcio´n de mejor respuesta del agente i a las acciones del agente
j es
ri(mj) =
{
mj si 0 ≤ mj ≤√ a
12√
a
3
−mj si √ a
12
≤ mj ≤√a
8
y el conjunto de equilibrios prosociales conservadores es
Ec(GΛpro) =
{
(m1,m2) =
(√
a
12
,
√
a
12
)
− γ
(√
a
12
,
√
a
12
)
, 0 ≤ γ ≤ 1
}
.
En la Figura 3.6 se representan la curva de reaccio´n del agente i y el conjunto
de equilibrios del juego prosocial conservador.
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m1
m2
r1
m1
m2
Ec(G⇤pro)
b)a)
Figura 3.6. Curva de reaccio´n de un agente y equilibrios prosociales conservadores.
Equilibrios egosociales conservadores
El conjunto de equilibrios del juego egosocial GΛego = {(Ai, u,Λiego)i∈N} se reduce
siguiendo un razonamiento similar. La funcio´n de valoracio´n del agente i viene dada
por la expresio´n viΛego(m
i,m−i) =
∑n
j=1 λ
i
juj(m
i,m−i), ∀λi ∈ Λiego.
Si suponemos que los agentes tienen una actitud conservadora acerca de los
distintos valores que puede tomar la funcio´n aditiva, la funcio´n de valor egosocial
conservadora para el agente i viene dada por el mı´nimo valor ponderado de entre
todos los pesos posibles de Λego. Formalmente,
v
Λiego
c (m
i,m−i) = mı´n
λi∈Λiego
n∑
j=1
λijuj(m
i,m−i).
Teniendo en cuenta que para cada m ∈ ×ni=1Ai, vΛ
i
ego
c so´lo depende de los puntos
extremos de Λiego, λ
i
j(1) = (0, . . . ,
i︷︸︸︷
1 , . . . , 0), λij(2) = (
1
n
, . . . , 1
n
), por el Teorema
2.3.6, v
Λiego
c se escribe como
v
Λiego
c (m
i,m−i) = mı´n
{
n∑
j=1
λij(1)uj(m
i,m−i),
n∑
j=1
λij(2)uj(m
i,m−i)
}
Por tanto,
v
Λiego
c (m
i,m−i) = mı´n
{
miV (M),
n∑
j=1
mj
n
V (M)
}
=
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=
 m
iV (M) si mi ≤∑nj=1
i 6=j
mj
n−1∑n
j=1
mj
n
V (M) si mi >
∑n
j=1
i 6=j
mj
n−1
De esta forma, en un equilibrio se maximiza el mı´nimo valor factible asignado a
la valoracio´n dentro del conjunto completo de pesos, dadas las acciones de los otros
agentes.
El siguiente lema caracteriza el conjunto de equilibrios conservadores para el
juego n-personal GΛego = {(Ai, ui,Λiego)i∈N}, donde la funcio´n de valoracio´n de ca-
da agente es v
Λiego
c , ∀i ∈ N. Estos equilibrios se denominan equilibrios egosociales
conservadores. Sean S∗ = argmax{MV (M)} y M∗, tal que m∗ = (M∗
n
, ..., M
∗
n
) es el
equilibrio de Nash del juego escalar.
Lema 3.3.20. El conjunto de equilibrios egosociales conservadores para el juego
n-personal GΛego = {(Ai, ui,Λiego)i∈N} es:
Ec(GΛego) =
{
(m1, ...,mn) |mi = mj,∀i, j ∈ N, S
∗
n
≤ mi ≤ M
∗
n
}
.
Demostracio´n. Ana´logamente a la demostracio´n del Lema 3.3.18, se comprueba que
los puntos (m1, ...,mn) tales que S
∗
n
≤ mi ≤ M∗
n
, mi = mj,∀i, j ∈ N son equilibrios
y que los puntos tales que mi 6= mj no constituyen puntos de equilibrio. 2
Ejemplo 3.3.21. En el ejemplo 3.2.1, la funcio´n de valor para el agente i cuando
considera una actitud pesimista en el conjunto de pesos Λego es
v
Λiego
c (m
1,m2) =
{
miV (M) si mi ≤ mj
mi+mj
2
V (M) si mi > mj
La funcio´n de mejor respuesta del agente i a las acciones del agente j es
ri(mj) =

√
a
3
−mj si 0 ≤ mj ≤√ a
12
mj si
√
a
12
≤ mj ≤√a
8
−2mj+
√
(mj)2+3a
3
si
√
a
8
≤ mj ≤ √a
y el conjunto de equilibrios egosociales conservadores es
Ec(GΛego) =
{
(m1,m2) = γ
(√
a
12
,
√
a
12
)
+ (1− γ) (√a
8
,
√
a
8
)
, 0 ≤ γ ≤ 1} .
En la Figura 3.7 se muestra la curva de reaccio´n del agente i y el conjunto de
equilibrios del juego egosocial conservador.
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Figura 3.7. Curva de reaccio´n de un agente y equilibrios egosociales conservadores.
3.3.2. Equilibrios maximin
El enfoque igualitarista considera una representacio´n maximin de las preferen-
cias del agente. De este modo, la funcio´n de valor de cada agente es wiα(m) =
mı´nj∈Ji
{
uj(m)
αij
}
, con αi ∈ ∆n = {αi ∈ IRn/∑nj=1 αij = 1, αij ≥ 0}.
En el siguiente resultado se establece la relacio´n entre la actitud social de los
agentes y los para´metros correspondientes a la representacio´n maximin de las pre-
ferencias.
Lema 3.3.22. Si la representacio´n de las preferencias del agente i ∈ N es maximin,
entonces el agente i es
a) ecua´nime si y so´lo si αij = α
i
k para todo j, k ∈ N .
b) imparcial si y so´lo si αij = α
i
k para todo j, k 6= i.
c) altruista si y so´lo si αij > 0 para algu´n j 6= i.
d) ego´ısta si y so´lo si αij = 0 para todo j 6= i.
Demostracio´n. a) Si el agente i es ecua´nime, entonces para todo x, wiα(x) = w
i
α(xpi).
De este modo, para x¯ tal que x¯k = 1 para k = j y x¯k = 0 para k 6= j, wiα(x¯) = 1αij y
para todo k, existe una permutacio´n tal que wiα(x¯pi) =
1
αik
. As´ı, αij = α
i
k.
De igual modo se demuestra la implicacio´n rec´ıproca.
b) La demostracio´n es ana´loga a la del apartado a) en N \ i.
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c) ⇒) Supongamos lo contrario de lo que queremos demostrar, es decir, que αij = 0
para todo j 6= i, as´ı αii = 1 entonces wiα(x) = mı´nj∈P{ xiαij } =
xi
αii
< x¯i
αii
= wα(x¯), y
esto contradice x i x¯.
⇐) αij > 0 para algu´n j 6= i.
Si αii = 0, entonces tomemos x tal que xk = 0 para k 6= j, y xj = 2; y x¯
tal que x¯k = 1 para k = i y para k = j y x¯k = 0 para k 6= i, j. En este caso,
wiα(x¯) =
1
αij
< 2
αij
= wiα(x).
Si αii > 0, entonces sean u tal que xk = 0 para k 6= j, y xj = a, con a > 1; y
x¯ tal que x¯k = 1 para k = i y para k = j y x¯k = 0 para k 6= i, j. En este caso,
wiα(x¯) = mı´n{ 1αii ,
1
αij
} < a
αij
= wiα(x).
d) Un agente es ego´ısta si no es altruista, por tanto, usando c), es ego´ısta si y so´lo
si αij = 0 para todo j 6= i. 2
3.3.2.1. Agentes imparciales y altruistas
La incorporacio´n en la funcio´n de valor del cara´cter de los agentes conlleva un
refinamiento del conjunto de pesos que cada agente considera razonable de sus uti-
lidades, lo que permite una reduccio´n del conjunto de equilibrios. Para calcular los
equilibrios que se alcanzan cuando los agentes son imparciales y altruistas, consi-
deramos αij > 0 para algu´n j 6= i, y adema´s αij = αik > 0 para j, k 6= i. De este
modo, la funcio´n de valor con una representacio´n maximin de las preferencias puede
expresarse como
wiα(m) = mı´n
{
mı´n
j 6=i
{
uj(m)
α¯i
}
,
ui(m)
αii
}
donde α¯i = αij > 0 para todo j 6= i, con i, j ∈ J i.
Dado que para cada i ∈ N α¯i > 0, multiplicando por este valor, obtenemos una
funcio´n de valor parame´trica
wiβ(m) = mı´n
{
mı´n
j 6=i
{uj(m)}, ui(m)
βi
}
donde βi ∈ R se denomina grado de altruismo inverso del agente i, e indica la
importancia que asigna el agente i a su propio beneficio, de modo que cuanto mayor
sea este valor, menor grado de altruismo tiene el agente. El juego Gβ = {(Ai, wiβ)i∈N}
se denomina juego imparcial y altruista con preferencias maximin.
Los equilibrios para el juego imparcial y altruista con preferencias maximin vie-
nen dados en las siguientes proposiciones. Sea M∗, tal que m∗ = (M
∗
n
, ..., M
∗
n
) es el
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equilibrio de Nash del juego escalar.
Proposicio´n 3.3.23. Para el juego Gβ
a) Si βi = 1 para todo i ∈ N , entonces E(Gβ) = {(m, ...,m) : 0 ≤ m ≤ M∗n )}.
b) Si βi < 1 para todo i ∈ N , entonces E(Gβ) = {(0, ..., 0)}.
c) Si βi > 1 para todo i ∈ N , entonces E(Gβ) = {(0, ..., 0), (M∗n , ..., M
∗
n
)}.
Demostracio´n. a) Si βi = 1 para todo i ∈ N , wiβ(m) = mı´nj∈N{uj(m)}, es decir,
la funcio´n a maximizar es la misma para todos, wiβ(m) = (mı´nj∈N{mj})V (M).
Luego, hemos de distinguir dos casos para el agente i. En primer lugar, cuando
ui < uj,∀j 6= i, en cuyo caso, la funcio´n a maximizar es ui y la mejor respuesta es
ri. Y por otra parte, cuando no ocurre eso, hay que maximizar con respecto a mi
la funcio´n uj(m) = m
jV (M), j 6= i, y puesto que V es decreciente, el ma´ximo se
alcanza cuando mi sea lo menor posible, es decir, mi = mj. Por tanto, se alcanza
equilibrio cuando las funciones de mejor respuesta coinciden, es decir, cuando todos
las cantidades son iguales, mi = m, y con 0 ≤ m ≤ M∗
n
, ya que debe estar dentro
del conjunto de todos los equilibrios del juego.
Si βi 6= 1 para todo i ∈ N , entonces wiβ(m) = mı´n
{
mı´nj 6=i{uj(m)}, ui(m)βi
}
.
Cuando ui(m)
βi
< uj(m),∀j 6= i, la funcio´n a maximizar es ui y la mejor respuesta es
ri. Por otra parte, si esto no ocurre, hay que maximizar con respecto a mi la funcio´n
uj(m) = m
jV (M), j 6= i, y puesto que V es decreciente, el ma´ximo se alcanza cuando
mi sea lo menor posible, es decir, m
i
βi
= mj.
b) Si βi < 1 para todo i ∈ N , mi
βi
= mj no se cortan y las funciones de reaccio´n
se cortan so´lo en (0,...,0), es decir, el u´nico equilibrio es (0,...,0).
c) Si βi > 1 para todo i ∈ N , las funciones de mejor respuesta se cortan en
(0,...,0) y (M
∗
n
, ..., M
∗
n
). 2
Supongamos ahora que el grado de altruismo de los agentes es distinto. Para
facilitar la notacio´n, analizamos este caso para dos agentes.
Proposicio´n 3.3.24. Para el juego Gβ con dos agentes, si β
1 > 1, β2 < 1 y
a) β1β2 = 1, entonces E(Gβ) = {m : m2 = m1β1 , 0 ≤ m1 ≤ r1(m2)}.
b) β1β2 < 1, entonces E(Gβ) = {(0, 0)}.
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c) β1β2 > 1, entonces E(Gβ) = {(0, 0), (m1,m2)}, con m1 = r1(m2),m2 = m1β1 .
Demostracio´n. La funcio´n de valor del agente 1 es w1β(m) =
u1(m)
β1
si m
1
β1
≤ m2, y
w1β(m) = u2(m) si
m1
β1
≥ m2, por lo que la funcio´n de mejor respuesta esm1 = r1(m2),
cuando m
1
β1
≤ m2, y m1 = β1m2, en caso contrario. Ana´logamente, para el agente 2,
la funcio´n de valor es w2β(m) =
u2(m)
β2
si m
2
β2
≤ m1, y w2β(m) = u1(m) si m
2
β2
≥ m1, y
la funcio´n de mejor respuesta es m2 = r2(m1), cuando m
2
β2
≤ m1, y m2 = β2m1, en
otro caso.
a) Como β1 = 1
β2
, las rectas m1 = β1m2 y m2 = β2m1 coinciden. Por lo tanto,
los equilibrios son todos los puntos del segmento m1 = β1m2 , con 0 ≤ m1 ≤ r1(m2).
b) Como β1 < 1
β2
, entonces m1 = β1m2 < 1
β2
m2, luego en las funciones de mejor
respuesta no se cortan m1 = β1m2 y m2 = β2m1. La interseccio´n de las funciones
de mejor respuesta es (0, 0), y por tanto, (0, 0) es el u´nico equilibrio.
c) Como β1 > 1
β2
, los equilibrios son los puntos de corte, que, en este caso, son
(0, 0) y la interseccio´n de m1 = r1(m2) con m2 = m
1
β1
. 2
Hay que resaltar que, en este caso, siempre hay equilibrio, ya que la no utilizacio´n
del recurso siempre es un equilibrio.
Ejemplo 3.3.25. En el ejemplo 3.2.1 con agentes imparciales y altruistas, la funcio´n
de valor que representa las preferencias maximin es
wiβ(m) = mı´n
{
mı´n
j 6=i
{mj}, m
i
βi
}
(a− (
n∑
j=1
mj)2).
En la Tabla 3.5 se muestran los resultados cuando todos los agentes tienen el
mismo grado de altruismo, en los casos en que sea menor, igual o mayor que 1.
βj = βk = β β < 1 β = 1 β > 1
mi 0 0 ≤ mi ≤ 1
n
√
an
n+2
0, 1
n
√
an
n+2
Tabla 3.5. Equilibrios maximin con igual grado de altruismo.
Si los agentes tienen distintos grados de altruismo, los resultados para dos gana-
deros se exponen a continuacio´n en la Tabla 3.6.
β1 > 1, β2 < 1 β1β2 < 1 β1β2 = 1 β1β2 > 1
m1 0 0 ≤ m1 ≤
√
3a(β1)2
(3β1+2)2−1
√
3a(β1)2
(3β1+2)2−1
m2 0 m2 = m
1
β1
√
3a
(3β1+2)2−1
Tabla 3.6. Equilibrios maximin con distintos grados de altruismo.
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m1
m2
r1
r2
r1
m2
m1
r2
b)a)
m1
m2
r2
r1
m1
m2
r1
r2
d)c)
m1
m2
r1
r2
m1
m2
r1
r2
f)e)
Figura 3.8. Equilibrios para agentes imparciales y altruistas. Representacio´n
maximin.
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Para casos extremos de los valores de β, se obtienen resultados interesantes. Si
β = 0, tanto el nu´mero de ovejas como la utilidad individual y total son nulos. Para
β = 1, los valores obtenidos coinciden con los del bien privado a repartir entre el
nu´mero de ganaderos y si β tiende a∞, se obtienen los mismos resultados que si no
se tiene en cuenta la utilidad de los dema´s ganaderos.
En la Figura 3.8 se representan, para dos ganaderos, los equilibrios para distintos
valores de βi. Si los agentes tienen grados de altruismo unitarios (Figura 3.8 a)),
hay mu´ltiples equilibrios, que constituyen un segmento distinto del obtenido en el
caso aditivo. Cuando ambos grados son menores que 1 (Figura 3.8 b)), hay un u´nico
equilibrio, la no utilizacio´n de los recursos, y cuando son mayores que 1 (Figura 3.8
c)), hay otro equilibrio adema´s de la no utilizacio´n de los recursos. Por u´ltimo, si uno
de ellos es inferior y el otro es superior a 1, se presentan tres casos: hay mu´ltiples
equilibrios (Figura 3.8 d)), o solamente hay un equilibrio (Figura 3.8 e)), o bien hay
dos equilibrios (Figura 3.8 f)), todo ello en funcio´n de si el producto de los niveles
de altruismo es igual, mayor o menor que 1.
Observacio´n 3.3.26. Obse´rvese que, para agentes ecua´nimes, es decir, con niveles
de altruismo unitarios, siempre hay mu´ltiples equilibrios, tanto para preferencias
aditivas como maximin. En el caso de preferencias aditivas, los equilibrios dependen
de forma continua del nivel de altruismo de los agentes, y se verifica que, para agentes
no ecua´nimes, hay equilibrio si y so´lo si ambos son altruistas o ambos ego´ıstas. Sin
embargo, los equilibrios con preferencias maximin ponderadas se caracterizan por
ser ma´s robustos con respecto a los niveles de altruismo y por que la no utilizacio´n de
los recursos es siempre un equilibrio. Existen, adema´s, otros equilibrios alternativos
cuando el producto de los niveles de altruismo es mayor o igual que uno.
3.4. El modelo cla´sico de Cournot
El modelo de Cournot se describe como un juego, cuyos elementos son los si-
guientes:
N es el conjunto de n empresas (agentes del juego) que producen un bien y
compiten en el mercado, N = {1, ..., n}.
qi es el nu´mero de unidades del bien que produce el agente i , i ∈ N , q =
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(q1, ..., qn).
Q es la cantidad total del bien producida en el mercado, Q =
∑n
j=1 q
j.
P (Q) es el precio del bien determinado por la funcio´n de demanda inversa,
y que es una funcio´n dos veces continuamente diferenciable, estrictamente
decreciente, co´ncava y no-negativa en un intervalo acotado (0, Q+) tal que
P (Q) = 0 para Q ≥ Q+ (Kreps y Scheinkman, 1983).
Ai ⊆ IR+ es el conjunto de estrategias de cada empresa, en este caso, cantidades
de producto, Ai = [0, Q+] para i ∈ N , dado que las empresas so´lo pueden
seleccionar cantidades no negativas y adema´s no esta´n incluidas cantidades
extremadamente grandes de producto.
ui : ×ni=1Ai → IR es la funcio´n de utilidad del agente i dada por sus be-
neficios. Para simplificar el estudio, se supone que las empresas no tienen
costes fijos, que sus costes marginales son nulos, y que el precio de reser-
va y el taman˜o de mercado son finitos. As´ı, ui(q
i, q−i) = qiP (
∑n
j=1 q
j), con
q−i = (q1, . . . , qi−1, qi+1, . . . , qn).
De este modo, G = {(Ai, ui)i∈N} representa el juego de Cournot.
En la versio´n original de este modelo las empresas actu´an simulta´neamente y
deciden el nivel de produccio´n, actuando como monopolistas en la parte de mercado
que le dejan el resto de empresas. Una vez que las empresas deciden la cantidad a
producir, los precios se desplazan a los niveles que acepta el mercado y que vienen
determinados por la funcio´n de demanda. Aplicando los conceptos de la teor´ıa de
juegos, si cada empresa piensa racionalmente en las consecuencias de sus decisiones,
suponiendo que las restantes empresas tambie´n conocen la situacio´n y tambie´n deci-
den racionalmente, los niveles de produccio´n de equilibrio que corresponden al mode-
lo de Cournot son los que corresponden al equilibrio de Nash, y por ello el equilibrio
de este modelo se denomina tambie´n equilibrio de Cournot- Nash. De este modo,
el equilibrio de Cournot-Nash viene dado por el punto de corte de las funciones de
reaccio´n. El problema de cada agente es maximizar ui(qi, q∗−i), de donde se obtiene
el equilibrio de Cournot-Nash, q∗ = (Q
∗
n
, ..., Q
∗
n
), con Q∗ = argmaxqi∈Aiui(qi, q∗−i).
Ejemplo 3.4.1. Dos empresas compiten en el mercado produciendo un bien ho-
moge´neo, con una demanda lineal P (Q) = a − bQ, con a, b > 0. El beneficio de
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la empresa i viene dado por
ui(q
1, q2) = qi(a− b(q1 + q2)).
La funcio´n de mejor respuesta de cada empresa es
ri(qj) =
a
2b
− q
j
2
.
Obse´rvese que si la empresa competidora ofrece la cantidad de competencia per-
fecta o una cantidad superior, la mejor respuesta de la empresa es ofrecer una canti-
dad nula, por lo que la cantidad de competencia perfecta es el valor Q+ mencionado
anteriormente. Y si la empresa competidora ofrece una cantidad nula, la mejor res-
puesta de la empresa es ofrecer la cantidad de monopolio. El equilibrio Cournot
Nash viene dado por el punto de corte de las funciones de mejor respuesta
(q∗1, q∗2) =
( a
3b
,
a
3b
)
.
La situacio´n queda ilustrada en la Figura 3.9.
q1
q2
q⇤1
q⇤2
qmonop qcp
r1
r2
Figura 3.9. Equilibrio de Cournot.
El equilibrio del modelo de Cournot genera un coste social menor que el del
monopolio, puesto que la cantidad total que se produce es mayor y, por tanto, el
precio es menor. Se define el coste social como la diferencia que existe entre el
beneficio social que se alcanza en competencia perfecta, que es el ma´ximo posible
suponiendo que los agentes son racionales y, por tanto, maximizan su propia utilidad,
y el beneficio social que se alcanza en otro tipo de estructura de mercado como puede
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ser el monopolio, el oligopolio o la competencia monopol´ıstica. A su vez, el beneficio
social es la suma de los beneficios que obtienen todos los agentes implicados, que en
este caso son las empresas y los consumidores.
Si las empresas son maximizadoras de beneficios y compiten bajo los supuestos
de Cournot, el coste social es inevitable. No obstante, como veremos a continuacio´n,
este resultado se relaja cuando consideramos otros objetivos para las empresas, ma´s
alla´ de la maximizacio´n de los beneficios. De hecho, cuanto menor es el coste social,
mayor es la eficiencia del equilibrio que se alcanza y , por tanto, es deseable reducir
el coste social.
3.5. El modelo de Cournot con responsabilidad
social
En esta seccio´n estudiamos las empresas que compiten en el mercado y tienen en
cuenta no so´lo su beneficio econo´mico, sino tambie´n un objetivo social, por lo que
son empresas socialmente responsables. Sin pe´rdida de generalidad, circunscribimos
el estudio al caso de dos empresas, donde Ai es el conjunto de estrategias que el
agente i puede adoptar. Cada empresa, junto al objetivo de maximizar su beneficio,
es decir, su utilidad individual, ui1(q
1, q2) = ui(q
1, q2), incorpora un objetivo social,
representado por ui2(q
1, q2) = µis(q1 + q2), donde s es una funcio´n de la cantidad
total, Q = q1 + q2 y µi es un para´metro denominado grado de responsabilidad social
del agente i, y que indica la importancia que el agente i asigna al objetivo social.
Por ello, uiµ : A
1 × A2 → IR2 es la funcio´n de utilidad vectorial del agente i en este
modelo.
En un marco general, la funcio´n s puede tener en cuenta los beneficios de las
restantes empresas, o bien a los otros protagonistas del mercado, considerando el
excedente del consumidor, o bien puede internalizar externalidades, que se producen
cuando los efectos del mercado no son asumidos por los que generan dichos efectos,
y que no esta´n reflejadas en el precio del producto. Estas pueden ser externalidades
positivas, tales como la inversio´n en I+D+i, o externalidades negativas, como por
ejemplo, la contaminacio´n.
Por tanto, Gµ = {(Ai, uiµ)i=1,2} es un juego en forma normal con funciones de
utilidad vectoriales
uiµ(q) = (ui(q), µ
is(Q)).
64
3. Modelos estrate´gicos con preferencias sociales
La consideracio´n de una funcio´n vectorial supone un planteamiento distinto de la
responsabilidad social, que incluye el modelo cla´sico de Cournot, cuando µi = 0.
En la literatura precedente, para el estudio de la responsabilidad social se define
frecuentemente una funcio´n que aglutina ambos objetivos. Sin embargo, aqu´ı se
le da un tratamiento multidimensional, dado que ambos objetivos tienen distinta
entidad.
En este contexto, se define un equilibrio de Nash para este juego con funciones
de utilidad vectoriales como la extensio´n natural del concepto de equilibrio de Nash
cla´sico.
Definicio´n 3.5.1. (q∗1, q∗2) es un equilibrio de Nash para el juegoGµ = {(Ai, uiµ)i=1,2}
si /∃ q1 ∈ A1 tal que u1µ(q1, q∗2) ≥ u1µ(q∗1, q∗2) y /∃ q2 ∈ A2 tal que u2µ(q∗1, q2) ≥
u2µ(q
∗1, q∗2) .
El conjunto de equilibrios de Nash para Gµ = {(Ai, uiµ)i=1,2} se denota como
E(Gµ).
Para i, j = 1, 2 con i 6= j, Ri es la correspondencia que representa la mejor res-
puesta del agente i a las acciones del agente j. Dado que para utilidades vectoriales,
en general, la mejor respuesta de un agente a una accio´n de otro agente no es u´nica,
Ri(qj) ⊆ Ai, un par de estrategias (q∗1, q∗2) es un equilibrio de Nash para el juego
Gµ = {(Ai, uiµ)i=1,2} si y so´lo si q∗i ∈ Ri(q∗j) para i, j = 1, 2, i 6= j. En los juegos que
estudiamos en este cap´ıtulo las estrategias se refieren a cantidades, as´ı Ai ⊆ IR+.
Adema´s, se supone que la cantidad total que los agentes esta´n dispuestos a ofrecer
esta´ acotada por una constante positiva, Ai = [0, Ki] para i = 1, 2.
Vamos a considerar que el objetivo social es maximizar el excedente del consu-
midor. Ana´logo razonamiento puede hacerse con una externalidad positiva, y para
externalidades negativas haremos un estudio posterior. El concepto de excedente del
consumidor fue desarrollado por Marshall (1890) y constituye la base de la economı´a
del bienestar y del ana´lisis coste-beneficio. Se define como la diferencia entre lo que
esta´ dispuesto a pagar el consumidor y lo que realmente paga, es decir, se deduce de
la utilidad marginal decreciente que las sucesivas unidades demandadas le reportan
al consumidor, considerando que el precio que paga por cada una de ellas en un
mercado competitivo es siempre el mismo.
La funcio´n social s es una funcio´n creciente de la cantidad total, Q = q1 + q2,
hasta cierto valor. Como se supone que la empresa tiene en cuenta el objetivo social
siempre que haya beneficios positivos, el valor ma´ximo que puede alcanzar Q coincide
con la cantidad de competencia perfecta del mercado, QCP .
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3.5.1. Empresas con responsabilidad social positiva
Cuando la empresa j ofrece qj, la empresa i, i 6= j puede ofrecer una cantidad
que se encuentra entre su mejor respuesta individual y la cantidad que hace que el
total sea igual a la competencia perfecta. La funcio´n s es estrictamente creciente en
la cantidad total, Q, ya que, si se desv´ıan de sus estrategias, la empresa i siempre
mejorara´ uno de sus objetivos, pero empeorara´ el otro, si consideramos µi > 0. No´te-
se que si µi = 0, es el modelo cla´sico de Cournot. Como consecuencia, el conjunto
de equilibrios de Nash del juego extendido es la interseccio´n de ambos conjuntos de
mejor respuesta.
El siguiente resultado caracteriza los equilibrios de Nash para el juego vectorial.
Sea QCP la cantidad de competencia perfecta.
Proposicio´n 3.5.2. El conjunto de los equilibrios de Nash del juego Gµ es
E(Gµ) = {(q1, q2) : q1 + q2 ≤ QCP , qi ≥ ri(qj), i, j = 1, 2, i 6= j}.
Demostracio´n. Se deduce de la Proposicio´n 2.2.4. 2
Ejemplo 3.5.3. Continuamos con las dos empresas maximizadoras de beneficios del
ejemplo 3.4.1 que inicialmente compiten bajo las hipo´tesis de Cournot, con una
funcio´n de demanda lineal P (Q) = a− bQ, a, b > 0, que no tienen costes fijos y con
costes marginales nulos. En el juego escalar, los objetivos de maximizar beneficios
de las empresas se representan por ui(q
1, q2) = qi(a − b(q1 + q2)), i = 1, 2, y el par
de estrategias en equilibrio es (q1∗, q2∗) = ( a
3b
, a
3b
).
En el caso que analizamos, ambas empresas consideran un objetivo social, repre-
sentado por µis(q1 + q2), donde µi es el grado de responsabilidad social del agente
i, y s es una funcio´n estrictamente creciente en Q = q1 + q2, hasta la cantidad de
competencia perfecta del mercado, que es a
b
. El conjunto de equilibrios es
E(Gµ) =
{
(q1, q2) : q1 ≥ a− bq
2
2b
, q2 ≥ a− bq
1
2b
, q1 + q2 ≤ a
b
}
.
Los equilibrios del juego Gµ var´ıan segu´n los grados de responsabilidad social
de las empresas. Si ambas empresas tienen grados nulos de responsabilidad social,
estamos ante el modelo cla´sico de empresas maximizadoras de beneficios, tratado en
la seccio´n anterior, para el que el equilibrio es el denominado equilibrio de Cournot.
Si uno de los grados es no nulo, una de las empresas tiene grado positivo de respon-
sabilidad social y el conjunto de equilibrios coincide con un subconjunto de la curva
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de reaccio´n de dicha empresa. Si el grado de responsabilidad social de ambas es no
nulo, el conjunto de equilibrios es ma´s amplio. En el siguiente resultado se describen
estos conjuntos.
Proposicio´n 3.5.4. Para el juego Gµ
a) Si µi = 0, µj > 0, i 6= j, i = 1, 2, entonces E(Gµ) = {(q1, q2) : qi = ri(qj), qj ≥
rj(qj), q1 + q2 ≤ QCP}.
c) Si µi > 0, i = 1, 2, entonces E(Gµ) = {(q1, q2) : q1 ≥ r1(q2), q2 ≥ r2(q1), q1 +
q2 ≤ QCP}.
Demostracio´n. Es consecuencia de la Proposicio´n 2.2.4. 2
El efecto de la incorporacio´n del objetivo social en la utilidad de los agentes es
que emergen nuevos equilibrios, en los que la empresa socialmente responsable ofrece
unas cantidades mayores a la cantidad de Cournot y la empresa exclusivamente
maximizadora de beneficios actu´a con su mejor respuesta a la Cournot.
Ejemplo 3.5.5. Consideramos las empresas del ejemplo 3.4.1 con una funcio´n de
demanda lineal P (Q) = a− bQ, a, b > 0, con un objetivo econo´mico y otro social.
En la Figura 3.10 se representan las funciones de mejor respuesta y los conjuntos
de equilibrios en el caso en que la empresa 1 sea socialmente responsable y la empresa
2 sea maximizadora de beneficios. La empresa 1 puede ofrecer una cantidad que se
encuentra entre su mejor respuesta en el juego de Cournot y la cantidad que hace que
el total sea igual a la competencia perfecta, ya que si se desv´ıan de sus estrategias, la
empresa 1 siempre mejorara´ uno de sus objetivos, pero empeorara´ el otro. Por otra
parte, la mejor respuesta de la empresa 2 a las acciones de la empresa 1 coincide
con la del juego de Cournot. Como consecuencia, el conjunto de equilibrios es la
interseccio´n representada por el segmento de trazo ma´s grueso que aparece en la
Figura 3.10.
E(Gµ) =
{
(q1, q2) :
a
3b
≤ q1 ≤ a
b
, q2 =
a− bq1
2b
}
.
Si ambas empresas tienen grado de responsabilidad social positivo, el conjunto de
equilibrios viene dado por
E(Gµ) =
{
(q1, q2) : q1 ≥ a− bq
2
2b
, q2 ≥ a− bq
1
2b
, q1 + q2 ≤ a
b
}
.
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q1
q2
q⇤1
q⇤2
qcp
R1r
2
Figura 3.10. Mejores respuestas y equilibrio para una empresa maximizadora de
beneficios y otra con grado de responsabilidad social positivo.
q1
q2
E(Gµ)
Figura 3.11. Equilibrios para dos empresas con grado de responsabilidad social
positivo.
En la Figura 3.11 se representan los conjuntos de mejor respuesta, tales que la
cantidad que ofrece cada empresa se encuentra entre su mejor respuesta en el juego
de Cournot y la cantidad tal que el total es igual a la competencia perfecta; y el
conjunto de equilibrios se calcula como la interseccio´n de dichos conjuntos de mejor
respuesta.
68
3. Modelos estrate´gicos con preferencias sociales
3.5.2. Empresas con responsabilidad social negativa
Completamos este estudio considerando valores negativos de µi, es decir, em-
presas con grados de responsabilidad social negativos. En este caso, el conjunto de
equilibrios tambie´n depende de que ambas empresas, o so´lo una de ellas, tengan
grado de responsabilidad social negativo. El siguiente resultado caracteriza dichos
conjuntos de forma ana´loga al caso anterior. Sea QM la cantidad de monopolio.
Proposicio´n 3.5.6. Para el juego Gµ
a) Si µi = 0, µj < 0, i 6= j, i = 1, 2, entonces E(Gµ) = {(q1, q2) : qi = ri(qj), qj ≤
rj(qj), q1 + q2 ≥ QM}.
b) Si µi < 0, i = 1, 2, entonces E(Gµ) = {(q1, q2) : 0 ≤ q1 ≤ r1(q2), 0 ≤ q2 ≤
r2(q1), q1 + q2 ≥ QM}.
La incorporacio´n del objetivo social con un para´metro negativo agrega nuevos
equilibrios, en los que la empresa con grado de responsabilidad social negativo ofrece
unas cantidades menores a la cantidad de Cournot.
Ejemplo 3.5.7. Si en el ejemplo 3.4.1 alguna empresa, o ambas, tiene grado de res-
ponsabilidad social negativo con una funcio´n de demanda lineal P (Q) = a − bQ,
a, b > 0, y considerando un objetivo econo´mico y otro social, los conjuntos de equi-
librios se representan en las Figuras 3.12 y 3.13.
q1
q2
R1
r2
Figura 3.12. Mejores respuestas y equilibrio para una empresa con grado de
responsabilidad social negativo y otra maximizadora de beneficios.
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Si la empresa 1 tiene grado de responsabilidad social negativo y la empresa 2 es
exclusivamente maximizadora de beneficios, la empresa 1 puede ofrecer una cantidad
que se encuentra entre la cantidad que hace que el total sea igual a la cantidad de
monopolio y su mejor respuesta en el juego de Cournot, puesto que si se desv´ıa de
estas estrategias, la empresa 1 siempre mejorara´ uno de sus objetivos, y empeorara´ el
otro. De nuevo, la mejor respuesta de la empresa 2 a las acciones de la empresa 1
coincide con la del juego de Cournot. Por tanto, el conjunto de equilibrios es el
segmento de trazo ma´s grueso que aparece en la Figura 3.12.
E(Gµ) =
{
(q1, q2) : 0 ≤ q1 ≤ a
3b
, q2 =
a− bq1
2b
}
.
Por otra parte, si ambas empresas tienen grado de responsabilidad social nega-
tivo, el conjunto de equilibrios, representado en la gra´fica 3.13, viene dado por
E(Gµ) =
{
(q1, q2) : q1 ≤ a− bq
2
2b
, q2 ≤ a− bq
1
2b
, q1 + q2 ≥ a
2b
}
.
q1
q2
E(Gµ)
Figura 3.13. Equilibrios para dos empresas con grado de responsabilidad social
negativo.
3.5.3. Empresas con responsabilidad social de distinto signo
Puede ocurrir que las empresas tengan grados de responsabilidad social de dis-
tinto signo, es decir, una tiene grado de responsabilidad social positivo y la otra,
grado de responsabilidad social negativo. En este caso, el conjunto de equilibrios es
el siguiente.
70
3. Modelos estrate´gicos con preferencias sociales
Proposicio´n 3.5.8. Para el juego Gµ, si µi < 0, µj > 0, i, j = 1, 2, i 6= j,
E(Gµ) = {(q1, q2) : 0 ≤ qi ≤ ri(qj), qj ≥ rj(qi), QM ≤ q1 + q2 ≤ QCP}.
En esta situacio´n, al incorporar el objetivo social, los nuevos equilibrios son tales
que la empresa con grado de responsabilidad social positivo produce una cantidad
mayor que la de Cournot, y con ello aumenta el excedente del consumidor, y la otra,
una cantidad menor a la cantidad de Cournot, disminuyendo as´ı el excedente del
consumidor. Es de resaltar que existen equilibrios que permiten disminuir el coste
social.
Ejemplo 3.5.9. Si cada una de las empresas del ejemplo 3.4.1, con funcio´n de de-
manda lineal P (Q) = a− bQ, a, b > 0, tiene un grado de responsabilidad social de
distinto signo, el conjunto de equilibrios viene dado en la Figura 3.14.
Si la empresa 1 tiene un grado de responsabilidad social positivo y la empresa 2
un grado negativo, la empresa 1 puede ofrecer una cantidad que se encuentra entre su
mejor respuesta en el juego de Cournot y la cantidad que hace que el total sea igual
a la competencia perfecta, mientras que la empresa 2 puede ofrecer una cantidad
por debajo de su mejor respuesta en el juego de Cournot, ya que si se desv´ıan de
estas estrategias, mejorara´ uno de sus objetivos, y empeorara´ el otro. De este modo,
el conjunto de equilibrios es la regio´n resaltada en la Figura 3.14.
q1
q2
R1
R2
E(Gµ)
Figura 3.14. Mejores respuestas y equilibrio para una empresa con grado positivo y
otra con grado negativo de responsabilidad social.
E(Gµ) =
{
(q1, q2) : q1 ≥ a− bq
1
2b
, 0 ≤ q2 ≤ a− bq
2
2b
}
.
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Cabe sen˜alar que, en este caso, existen equilibrios que permiten reducir el coste
social.
Con el estudio realizado hemos contemplado todos los posibles valores que pueden
tomar las cantidades a ofrecer por las empresas, desde no ofrecer nada hasta la
cantidad de competencia perfecta.
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Cap´ıtulo 4
Oligopolio de Cournot bajo
incertidumbre
4.1. Introduccio´n
Este cap´ıtulo esta´ dedicado al ana´lisis de una extensio´n del modelo de oligopolio
de Cournot (1838). En concreto, al estudio de la competencia entre empresas con
funciones de demanda bajo incertidumbre, en la que hay dos escenarios futuros
posibles y no existe informacio´n sobre la probabilidad de ocurrencia de los mismos.
Las empresas deben tomar sus decisiones antes de que se resuelva la incertidumbre
acerca del escenario que ocurrira´, sabiendo que en cada escenario existe una demanda
de mercado diferente. Por tanto, el precio final del producto y los beneficios de las
empresas dependen del escenario que finalmente ocurra.
En este marco de escenarios mu´ltiples, para describir las funciones de mejor
respuesta de las empresas, se tendra´n en cuenta las diferentes actitudes de e´stas
hacia el riesgo. Una empresa es aversa al riesgo si da mayor importancia relativa
al escenario con menores beneficios, y ocurre lo contrario para las empresas con
propensio´n al riesgo. Ma´s concretamente, se consideran las situaciones extremas.
Las empresas que presentan aversio´n al riesgo son las que so´lo tienen en cuenta el
escenario con menores beneficios y se denominan conservadoras. Por otra parte, las
empresas optimistas son las que tienen preferencia por el riesgo, y so´lo consideran
el escenario con mayores beneficios. En una situacio´n intermedia se encuentran las
empresas neutrales.
La mayor´ıa de los modelos cla´sicos de oligopolio supone la certidumbre como
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algo inherente al modelo. Sin embargo, en la realidad no siempre es posible asegurar
que no habra´ sucesos aleatorios que influyan en los resultados de la competencia del
oligopolio. De hecho, las empresas se enfrentan continuamente a la incertidumbre
ya sea en la demanda, en los costes, en los precios o en otras caracter´ısticas del
mercado, por lo que es conveniente tener en cuenta la incertidumbre en el proceso
de decisio´n.
No obstante, existen estudios previos sobre competencia en un oligopolio bajo
incertidumbre que analizan las condiciones para la existencia de equilibrios y sus
propiedades, con el fin de proporcionar una estructura general para el ana´lisis de
la cantidad de competencia bajo demanda con incertidumbre. As´ı, Lagerlo¨f (2007)
establece las condiciones sobre funciones de distribucio´n de la demanda estoca´stica
que garantizan la existencia de un u´nico equilibrio en una estructura lineal. Por otra
parte, Einy et al. (2010) muestran ejemplos en los que puede no existir un equilibrio
de Cournot (Bayesiano) en estrategias puras cuando las empresas tienen informa-
cio´n incompleta sobre la demanda y los costes, adema´s de encontrar condiciones
suficientes para la existencia y unicidad del equilibrio de Cournot en cierta clase de
empresas. De Frutos y Fabra (2011) y Lepore (2012) consideran juegos en dos etapas
para analizar la competencia entre empresas bajo incertidumbre en la demanda.
En muchos de los trabajos existentes, el ana´lisis de la incertidumbre se afronta,
o bien por medio de una variable aleatoria en el correspondiente para´metro del
modelo, o bien considerando una distribucio´n de probabilidad en el escenario o
estado de la naturaleza que vaya a tener lugar. Bajo esas premisas, se suele aplicar
la teor´ıa de la utilidad esperada (Savage, 1954) para tomar decisiones. Sin embargo,
en muchas situaciones no se dispone de informacio´n completa sobre la distribucio´n
de probabilidad de la variable aleatoria, y en otras, la informacio´n inexacta sobre la
distribucio´n de probabilidad o los para´metros puede llevar a predicciones irreales.
Por ello, Gilboa y Schmeidler (1989) utilizaron los conocidos modelos maximin y
maximax para hacer un estudio de eleccio´n bajo incertidumbre.
Asimismo, la mayor´ıa de los trabajos sobre modelos de oligopolio bajo incer-
tidumbre suponen que las empresas son neutrales al riesgo y pueden compartir o
intercambiar su informacio´n acerca de la incertidumbre del mercado con su com-
petidor. Entre otros, Novshek and Sonnenchein (1982), Clarke (1982,1983), Vives
(1984), Gal-Or (1985), y Kirby (1988) investigan co´mo afecta al comportamiento
de la empresa la incertidumbre sobre la demanda del mercado o bien sobre el coste
marginal constante.
Sin embargo, la experiencia demuestra que los agentes exhiben actitudes diferen-
74
4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre
tes hacia el riesgo, sobre todo en casos de incertidumbre. Asplund (2002) introdujo
la actitud ante el riesgo en el modelo de oligopolio, y aplico´ la teor´ıa de la utilidad
esperada para analizar la competencia en precios y cantidades con empresas aver-
sas al riesgo, estudiando la incertidumbre en la demanda y en los costes. Fontini
(2005) estudio´ el impacto de las actitudes optimista y pesimista en el modelo del
oligopolio de Cournot bajo incertidumbre mediante la teor´ıa de la utilidad esperada.
En su ana´lisis, cada empresa tiene incertidumbre sobre si las dema´s actuara´n como
competidores de Cournot. Adema´s, cada una de ellas presenta una actitud ante el
riesgo, ya sea pesimista u optimista. Caraballo et al. (2015) han estudiado el caso
de un duopolio bajo incertidumbre en el que las funciones de demanda son lineales,
caracterizando los equilibrios cuando las empresas tienen una actitud conservadora
y cuando tienen una actitud optimista ante el riesgo. En lo que sigue se extiende
este estudio al caso de funciones de demanda generales y a los casos en los que la ac-
titud de los agentes es asime´trica. Tambie´n se considera la posibilidad de que exista
alguna informacio´n sobre las probabilidades de ocurrencia y se analiza el efecto de
esta informacio´n sobre los equilibrios.
El resto del cap´ıtulo queda estructurado como sigue. En la siguiente seccio´n
se presenta el modelo general: un oligopolio en el que existen varios escenarios o
estados de la naturaleza posibles de los que solamente uno de ellos tendra´ lugar en
la realidad, y sin informacio´n sobre las distribuciones de probabilidad de ocurrencia
de dichos estados. A continuacio´n, se determinan las funciones de mejor respuesta
para las empresas conservadoras, optimistas y neutrales. Utilizando la extensio´n
natural del concepto de equilibrio de Nash para un juego en forma normal con
funcio´n de utilidad vectorial, caracterizamos el conjunto completo de equilibrios de
Nash, dependiendo de la actitud ante el riesgo de las empresas, ya sea de aversio´n al
riesgo, de propensio´n al mismo o una actitud neutral, as´ı como el caso h´ıbrido, en el
que las empresas tiene un comportamiento distinto. Como caso particular, pero con
ciertas peculiaridades, se considera un oligopolio con funciones de demanda inversa
lineales. Finalmente, hacemos un ana´lisis de los equilibrios cuando se dispone de
informacio´n parcial sobre las probabilidades de ocurrencia.
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4.2. Modelo de Cournot con incertidumbre en la
demanda
El modelo general se centra en un oligopolio en el que n empresas producen un
bien homoge´neo. Las empresas compiten en el mercado y deben decidir las cantidades
a producir, afrontando la incertidumbre sobre la posibilidad de ocurrencia de dos
futuros escenarios k, k = 1, 2.
El precio del bien viene determinado por la funcio´n de demanda inversa. Pa-
ra cada escenario k, k = 1, 2, lo denotamos por Pk(Q), donde Q es la cantidad
total del bien producida en el mercado, Q =
∑n
j=1 q
j. Pk es una funcio´n dos veces
continuamente diferenciable, estrictamente decreciente, co´ncava y no-negativa en un
intervalo acotado (0, Qk), y Pk(Q) = 0 para Q ≥ Qk, como se supone en la literatura
precedente (Kreps y Scheinkman, 1983).
Para plantear el juego asociado a este oligopolio, hay que definir quie´nes son los
agentes, las estrategias y las funciones de utilidad.
En este caso, los agentes son las n empresas, N = {1, ..., n}. El conjunto de
estrategias de cada empresa, Ai ⊂ IR+, i ∈ N , esta´ acotado ya que cantidades
extremadamente grandes de producto no son factibles y, por tanto, no esta´n incluidas
en el espacio de estrategias de la empresa.
La funcio´n de utilidad de cada agente viene dada por sus beneficios. Para sim-
plificar el estudio, se supone que las empresas no tienen costes fijos y que sus costes
marginales son nulos, y el precio de reserva es finito. As´ı, para i ∈ N , el beneficio
de la empresa i en el escenario k es
uik(q
i, q−i) = qiPk(
n∑
j=1
qj)
con q−i = (q1, . . . , qi−1, qi+1, . . . , qn).
De este modo, G = {(Ai, ui1, ui2)i∈N} representa el juego de Cournot bi-escenario.
Dada la accio´n de n−1 empresas, cada una en el intervalo (0, Qk), el beneficio de
la otra alcanza su ma´ximo cuando se anula la derivada, ya que, en cada escenario,
la funcio´n de cada empresa es estrictamente co´ncava en su propia accio´n. Se denota
por rik(q
−i), la funcio´n de respuesta de la empresa i ante la accio´n de las dema´s
empresas, −i, en el escenario k, que esta´ definida impl´ıcitamente por la siguiente
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ecuacio´n para qj ∈ (0, Qk), j ∈ N
Pk(
n∑
j=1
qj) + qi
∂Pk
∂qi
(
n∑
j=1
qj) = 0.
Para
∑n
j=1,j 6=i q
j > Qk, la funcio´n se define como r
i
k(q
−i) = 0. Dadas las hipo´tesis
iniciales sobre las funciones de demanda inversa, las funciones de mejor respuesta
de cada escenario, rik, son no crecientes, estrictamente decrecientes en un interva-
lo acotado y continuamente diferenciables. Adema´s, estas hipo´tesis garantizan la
existencia de un u´nico equilibrio de Cournot en cada escenario.
4.3. Las funciones de mejor respuesta
De acuerdo con la actitud que cada empresa exhibe ante el riesgo, se consideran
empresas conservadoras, que tienen aversio´n al riesgo; empresas optimistas, que
tienen preferencia por el riesgo y empresas neutrales, con una actitud intermedia de
las dos anteriores. Cada empresa tiene una representacio´n de las preferencias acorde
con dicha actitud, denominada funcio´n de valor vi. Para la empresa conservadora esta
representacio´n es una estrategia maximin de las utilidades y una empresa optimista
utiliza una representacio´n maximax de las utilidades. Consideramos adema´s una
posicio´n intermedia entre las dos actitudes extremas descritas, una empresa neutral,
para la que se maximiza una suma ponderada de las utilidades de ambos escenarios
con pesos iguales, es decir, una representacio´n aditiva de las preferencias. Por tanto,
la funcio´n de valor de las preferencias a maximizar depende de dicha actitud.
Para una empresa conservadora
vic(q
i, q−i) = mı´n{ui1(qi, q−i), ui2(qi, q−i)}.
Para una empresa optimista
viop(q
i, q−i) = ma´x{ui1(qi, q−i), ui2(qi, q−i)}.
Para una empresa neutral al riesgo
vin(q
i, q−i) =
1
2
(ui1(q
i, q−i) + ui2(q
i, q−i)).
No´tese que estas valoraciones se corresponden con el caso utilitarista conservador
con todos los pesos del poliedro ∆ y adema´s con el maximin neutral para empresas
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conservadoras, con el caso utilitarista optimista con todos los pesos posibles pa-
ra empresas optimistas, y con el caso utilitarista neutral para empresas neutrales,
descritos todos ellos en el Cap´ıtulo 2.
Con objeto de evitar casos triviales en los que la funcio´n de beneficios de un
escenario sea claramente mayor que la del otro, suponemos que el precio de reserva
en el primer escenario, P1(0), es mayor que en el segundo, P2(0), y que la cantidad
de competencia perfecta del escenario 1 es menor que la del escenario 2.
Las funciones de demanda inversa se cortan en un u´nico valor de Q, para valores
positivos de Pk(Q) y Q, dadas las hipo´tesis iniciales sobre las funciones de demanda.
Sea Q¯ el valor tal que P1(Q¯) = P2(Q¯). Se verifica que si Q es menor que Q¯, el precio
en el escenario 2 es menor que en el escenario 1, y al contrario, si Q es mayor que
Q¯, el precio en el escenario 2 es mayor que en el escenario 1.
El hiperplano L = {(q1, ..., qn) ∈ IRn : ∑nj=1 qj = Q¯}, que representa las can-
tidades de cada empresa que dan lugar a una cantidad total igual a Q¯, juega un
papel fundamental en este estudio. Divide el espacio de estrategias en dos regiones,
L = {(q1, ..., qn) ∈ IRn : ∑nj=1 qj < Q¯}, y L¯ = {(q1, ..., qn) ∈ IRn : ∑nj=1 qj > Q¯},
en las que se tiene la funcio´n de beneficios de uno u otro escenario: en L el beneficio
del escenario 1 es el mayor, y en L¯, el beneficio del escenario 2 es el mayor.
De este modo, la funcio´n de valor para una empresa i conservadora es
vic(q
i, q−i) =
{
ui2(q
i, q−i) si
∑n
j=1 q
j ≤ Q¯
ui1(q
i, q−i) si
∑n
j=1 q
j ≥ Q¯
Si la empresa i es optimista, entonces la funcio´n de valor es
viop(q
i, q−i) =
{
ui1(q
i, q−i) si
∑n
j=1 q
j ≤ Q¯
ui2(q
i, q−i) si
∑n
j=1 q
j ≥ Q¯
Para una empresa i neutral al riesgo, la funcio´n de valor es
vin(q
i, q−i) =
1
2
(ui1(q
i, q−i) + ui2(q
i, q−i)).
Esta u´ltima funcio´n es continua y diferenciable en su dominio. Sin embargo, la
funcio´n de valoracio´n de la empresa conservadora es continua en el espacio de estra-
tegias de los empresas, pero no es diferenciable en los puntos en los que
∑n
j=1 q
j = Q¯,
y para la empresa optimista, la funcio´n de valoracio´n ni siquiera es continua.
Por otra parte, la posicio´n relativa de L y las funciones de mejor respuesta de
la empresa en cada escenario determinan una funcio´n de mejor respuesta definida
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a trozos, tanto para la empresa conservadora como para la empresa optimista. Las
derivadas de estas funciones son mayores o iguales que -1, para i, k = 1, 2, y la
pendiente de L es igual a −1, como demuestran Kreps y Scheinkman (1983). Por
tanto, L corta a cada una de las funciones de mejor respuesta a lo ma´s en una
ocasio´n.
Suponemos que las funciones de demanda inversa de los escenarios son tales
que ri1(q
−i) ≤ ri2(q−i) para todo q−i ∈ A−i, i ∈ N . Esta no es una hipo´tesis muy
restrictiva, ya que hay muchas funciones de demanda que lo cumplen, entre otras,
las funciones de demanda lineales y las funciones de demanda cuadra´ticas.
4.3.1. Funcio´n de mejor respuesta de una empresa conser-
vadora
Para una empresa conservadora, la funcio´n de mejor respuesta se denota Ric y
coincide con la mejor respuesta en el escenario 1 si la cantidad total ofrecida cuando
la empresa i reacciona con su mejor respuesta en el escenario 1 esta´ en L¯ y con la del
escenario 2 si la cantidad total ofrecida cuando la empresa i reacciona con su mejor
respuesta en el escenario 2 esta´ en L. En los restantes casos, la mejor respuesta de
la empresa i es la cantidad Q¯ menos lo que ofrecen las restantes empresas, es decir,
Q¯−∑nj=1,j 6=i qj.
Lema 4.3.1. Si la empresa i is conservadora, entonces la funcio´n de mejor respues-
ta, Ric, viene dada por
Ric(q
−i) =

ri1(q
−i) si Q¯−∑nj=1,j 6=i qj ≤ ri1(q−i) ≤ ri2(q−i)
Q¯−∑nj=1,j 6=i qj si ri1(q−i) ≤ Q¯−∑nj=1,j 6=i qj ≤ ri2(q−i)
ri2(q
−i) si ri1(q
−i) ≤ ri2(q−i) ≤ Q¯−
∑n
j=1,j 6=i q
j
Demostracio´n. Para cada empresa, las funciones de beneficios de ambos escenarios,
u1 y u2, son co´ncavas en su propia accio´n. Cuando todas las empresas excepto i
seleccionan una estrategia, q−i, de modo que Q¯ −∑nj=1,j 6=i qj ≤ ri1(q−i) ≤ ri2(q−i),
entonces (ri1(q
−i), q−i) ∈ L¯ y (ri2(q−i), q−i) ∈ L¯. Como en L¯ la funcio´n de valor viene
dada por los beneficios del escenario 1, vc = u1, entonces el agente conservador i
elegira´ como su mejor respuesta la mejor respuesta en el escenario 1, ri1(q
−i).
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Ana´logamente, si q−i es tal que ri1(q
−i) ≤ ri2(q−i) ≤ Q¯ −
∑n
j=1,j 6=i q
j, entonces
(ri1(q
−i), q−i) ∈ L y (ri2(q−i), q−i) ∈ L. En L la funcio´n de valor es la funcio´n de
beneficios del escenario 2, por tanto, vc = u2, y el agente conservador i elegira´ r
i
2(q
−i)
como su mejor respuesta .
Para q−i tal que ri1(q
−i) ≤ Q¯−∑nj=1,j 6=i qj ≤ ri2(qj), se verifica que (ri1(q−i), q−i) ∈
L y (ri2(q
−i), q−i) ∈ L¯. En L, vc = u2. Si la empresa i elige una estrategia qi tal que
(qi, q−i) ∈ L, como vc aumenta con qi, la empresa elegira´ la mayor cantidad posible.
Sin embargo, cuando (qi, q−i) ∈ L¯, entonces vc = u1, y vc disminuye cuando qi
aumenta. Como resultado, la mejor respuesta de una empresa conservadora i es
elegir su estrategia de modo que (qi, q−i) ∈ L, es decir, qi = Q¯−∑nj=1,j 6=i qj. 2
Por tanto, la funcio´n de mejor respuesta de una empresa conservadora i es una
funcio´n continua definida a trozos y, puesto que las funciones de mejor respuesta de
los escenarios se cortan con L en a lo ma´s un valor de Q, entonces la funcio´n de
mejor respuesta esta´ formada por un nu´mero de trozos menor o igual que tres.
La Figura 4.1 es una ilustracio´n de la funcio´n de mejor respuesta de una empresa
conservadora para el caso de un duopolio.
qi
qj
Q¯
ri1(q
j)
ri2(q
j)
Ric(q
j)
Figura 4.1. La funcio´n de mejor respuesta de una empresa conservadora.
4.3.2. Funcio´n de mejor respuesta de una empresa optimista
La funcio´n de mejor respuesta de una empresa optimista i se denota por Riop. El
siguiente resultado establece que si la cantidad total ofrecida cuando la reaccio´n del
agente i a las estrategias q−i es la del escenario 1 esta´ en L¯, entonces la reaccio´n de
una empresa optimista coincide con la funcio´n de mejor respuesta en el escenario
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2. Ana´logamente, si la cantidad total ofrecida con la reaccio´n de la empresa i en el
escenario 2 esta´ en L, la reaccio´n de la empresa optimista coincide con la funcio´n
de mejor respuesta en el escenario 1.
Lema 4.3.2. Si la empresa i es optimista, se verifica
a) Si Q¯−∑nj=1,j 6=i qj ≤ ri1(q−i) ≤ ri2(q−i), entonces Riop(q−i) = ri2(qj).
b) Si Q¯−∑nj=1,j 6=i qj ≥ ri2(q−i) ≥ ri1(q−i), entonces Riop(q−i) = ri1(q−i).
Demostracio´n. Para la empresa i, dada una estrategia de las restantes empresas,
q−i, si tanto (ri1(q
−i), q−i) como (ri2(q
−i), q−i) pertenecen o bien a L o bien a L¯,
entonces el agente i seleccionara´ la mejor respuesta en el escenario que corresponde
a la opcio´n optimista en L o en L¯, es decir, respectivamente, ri1(q
−i) o ri2(q
−i). 2
Para valores de q−i tales que ri1(q
−i) ≤ Q¯ − ∑nj=1,j 6=i qj ≤ ri2(q−i), la mejor
respuesta de la empresa i es o bien ri1(q
−i) o bien ri2(q
−i). Si coincide con la me-
jor respuesta en el escenario 1, ri1(q
−i), entonces el beneficio es ri1(q
−i)P1(ri1(q
−i) +∑n
j=1,j 6=i q
j). Por el contrario, si es ri2(q
−i), el beneficio viene dado por la expresio´n
ri2(q
−i)P2(ri2(q
−i)+
∑n
j=1,j 6=i q
j). La mejor respuesta de una empresa optimista sera´ la
que le proporcione un beneficio mayor.
Los valores de q−i para los que el beneficio obtenido en el escenario 1 con la
mejor respuesta en el escenario 1 coincide con el beneficio en el escenario 2 con la
mejor respuesta en el escenario 2 son los valores en los que la empresa cambia de una
respuesta a la otra. Dichos valores son las soluciones de la ecuacio´n ui1(r
i
1(q
−i), q−i) =
ui2(r
i
2(q
−i), q−i), es decir
ri1(q
−i)P1(ri1(q
−i) +
n∑
j=1,j 6=i
qj) = ri2(q
−i)P2(ri2(q
−i) +
n∑
j=1,j 6=i
qj) (4.3.1)
Si la funcio´n de respuesta de cada escenario depende de
∑n
j=1,j 6=i q
j , sea S el
conjunto de las soluciones positivas de esta ecuacio´n para valores de
∑n
j=1,j 6=i q
j,
S = {st}t=1,...t¯, estableciendo s0 = 0, y st¯+1 = +∞. Estas soluciones son los valores
de
∑n
j=1,j 6=i q
j en los que la mejor respuesta optimista, Riop, cambia de la mejor
respuesta en un escenario a la mejor respuesta del otro. Por tanto, son los posibles
puntos de discontinuidad de la funcio´n Riop.
Para cada intervalo en el que ri1(q
−i) ≤ Q¯−∑nj=1,j 6=i qj ≤ ri2(q−i), hay al menos
una solucio´n de la Ecuacio´n 4.3.1, st ∈ S, t = 1, ..., t¯.
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La mejor respuesta de una empresa optimista i, Riop, depende de las mejores
respuestas en los dos escenarios cuando q−i = 0. En el escenario k, k = 1, 2, la mejor
respuesta de la empresa i cuando la estrategia de las dema´s es q−i = 0 es la cantidad
de monopolio qMk , y por tanto, u
i
k(r
i
k(0), 0) = u
i
k(qMk , 0). El valor u
i
k(qMk , 0) es el
beneficio de monopolio en el escenario k, que es el ma´ximo valor alcanzable.
La funcio´n de mejor respuesta de una empresa optimista se establece en el si-
guiente lema.
Lema 4.3.3. Para empresas optimistas, la funcio´n de mejor respuesta, Riop, verifica
a) Si ui1(qM1 , 0) > u
i
2(qM2 , 0), entonces
Riop(q
−i) =
 r
i
1(q
−i) si st ≤
∑n
j=1,j 6=i q
j < st+1, con t par
ri2(q
−i) si st ≤
∑n
j=1,j 6=i q
j < st+1, con t impar
b) Si ui1(qM1 , 0) < u
i
2(qM2 , 0)
Riop(q
−i) =
 r
i
1(q
−i) si st ≤
∑n
j=1,j 6=i q
j < st+1, con t impar
ri2(q
−i) si st ≤
∑n
j=1,j 6=i q
j < st+1, con t par
Demostracio´n. Si Q¯ ≥ ri2(0) ≥ ri1(0), por el Lema 4.3.2 se verifica que Riop(0) = ri1(0),
y se cumple el caso a) de este lema. Si ri1(0) ≤ Q¯ ≤ ri2(0), entonces puede ocurrir el
caso a) o b). 2
La Figura 4.2 ilustra la mejor respuesta de una empresa optimista. Obse´rvese
que se trata de una funcio´n definida a trozos. En este caso, el resultado no garantiza
la unicidad de solucio´n de la Ecuacio´n 4.3.1 en cada intervalo.
qi
qj
Q¯
ri1(q
j)
ri2(q
j)
s1
s3
s2
Riop(q
j)
Figura 4.2. La funcio´n de mejor respuesta de una empresa optimista.
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4.3.3. Funcio´n de mejor respuesta de una empresa neutral
En el caso en que la empresa sea neutral al riesgo, valora el beneficio obtenido en
los dos escenarios en igual medida. Se denota por Rin la funcio´n de mejor respuesta
de una empresa neutral.
Dadas las hipo´tesis iniciales, la funcio´n de una empresa neutral es diferenciable y
estrictamente co´ncava en su propia accio´n, y la correspondencia de mejor respuesta es
estrictamente decreciente y continuamente diferenciable. Como establece el siguiente
resultado, la mejor respuesta de una empresa neutral al riesgo siempre esta´ en la
regio´n determinada por la mejor respuesta en ambos escenarios.
Lema 4.3.4. Si la empresa i es neutral al riesgo, la funcio´n de mejor respuesta
verifica ri1(q
−i) ≤ Rin(q−i) ≤ ri2(q−i) para todo q−i ∈ A−i, i ∈ N .
Demostracio´n. Se sigue del Lema 2.2.3. 2
En la Figura 4.3 se ilustra la mejor respuesta de una empresa neutral.
qi
qj
ri1(q
j)
ri2(q
j)
Rin(q
j)
Figura 4.3. La funcio´n de mejor respuesta de una empresa neutral.
Ejemplo 4.3.5. Para determinar la funcio´n de mejor respuesta para empresas opti-
mistas, conservadoras o neutrales, en primer lugar hay que calcular la mejor res-
puesta de la empresa i a las acciones de la empresa j en ambos escenarios.
Para ello, sea un juego de Cournot bi-escenario en el que las funciones de demanda
inversa en los escenarios son cuadra´tica y lineal respectivamente, P1(Q) = a1− b1Q2
y P2(Q) = a2 − b2Q. Atendiendo a las hipo´tesis consideradas, los precios de reserva
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en cada escenario deben cumplir que a1 > a2, y los taman˜os de mercados deben ser
tales que
√
a1
b1
< a2
b2
.
La mejor respuesta de la empresa i a las acciones de la empresa j en el escenario
1 es
ri1(q
j) = −2
3
qj +
1
3
√
(qj)2 + 3
a1
b1
.
En el escenario 2, la mejor respuesta de la empresa i a las acciones de la empresa
j es
ri2(q
j) =
a2
2b2
− q
j
2
.
En el caso particular en el que los para´metros de las funciones de demanda tomen
un determinado valor, por ejemplo, P1(Q) = 20−20Q2 y P2(Q) = 3−Q, tenemos que,
para todo qj ∈ Aj, i, j = 1, 2, i 6= j, ri1(qj) = −23qj + 13
√
(qj)2 + 3 ≤ ri2(qj) = 3−q
j
2
.
El valor de la demanda total cuando las dos funciones de demanda inversa coin-
ciden es Q¯ = 1+
√
1361
40
. Aplicando el Lema 4.3.1, si la empresa i es conservadora,
entonces la funcio´n de mejor respuesta, Ric, viene dada por
Ric(q
j) =
 −
2
3
qj + 1
3
√
(qj)2 + 3 si 71+31
√
1361
1360
≤ qj
1+
√
1361
40
− qj si qj ≤ 71+31
√
1361
1360
Por otra parte, cuando la empresa i es optimista, el valor de s1 para el que la
empresa salta de la mejor respuesta de un escenario a la del otro, denotado por s∗,
es aproximadamente 0,60. Las cantidades del monopolio son qM1 =
1√
3
y qM2 =
3
2
y
los beneficios son u1(qM1 , 0) =
40
3
√
3
> u2(qM2 , 0) =
9
4
. Por tanto, aplicando los Lemas
4.3.2 y 4.3.3, la funcio´n de mejor respuesta para la empresa optimista viene dada
por la expresio´n
Riop(q
j) =
 −
2
3
qj + 1
3
√
(qj)2 + 3 si qj ≤ s∗
3−qj
2
si s∗ ≤ qj
Finalmente, si la empresa i es neutral, la funcio´n de mejor respuesta, segu´n el
Lema 4.3.4, verifica
−2
3
qj + 1
3
√
(qj)2 + 3 ≤ Rin(qj) ≤ a22b2 −
qj
2
.
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Sabiendo que para una empresa neutral al riesgo, la funcio´n de valor es
vin(q
i, qj) =
1
2
(ui1(q
i, qj) + ui2(q
i, qj)) = qi
(
23
2
− Q
2
− 10Q2
)
la funcio´n de mejor respuesta neutral viene dada por la expresio´n
23
2
−Rin(qj)− q
j
2
− 30(Rin(qj))2 − 10(qj)2 − 40qjRin(qj)qj = 0
Rin(q
j) = − 1
60
− 2
3
qj + 1
60
√
400(qj)2 + 20qj + 1381
4.3.4. Funciones de mejor respuesta para funciones de de-
manda inversa lineales
Un caso muy frecuente en el estudio de un oligopolio de Cournot es el que
considera funciones de demanda inversa lineales, debido a que las propiedades que
verifican dichas funciones facilitan el ana´lisis del problema. En esta l´ınea, Caraballo
et al. (2015) han realizado un estudio de un duopolio de Cournot bajo incertidumbre,
con funciones de demanda inversa lineales.
En esta seccio´n, generalizamos dicho estudio a un modelo de oligopolio en el
que n empresas producen un bien homoge´neo, compiten en un mismo mercado y
se enfrentan a dos posibles escenarios futuros, con funciones de demanda inversa
lineales en cada escenario k, k = 1, 2, Pk(Q) = ak − bkQ, con ak, bk > 0, donde
Q =
∑n
j=1 q
j.
Suponemos que a1 > a2 y
a1
b1
< a2
b2
, para evitar casos triviales en los que una de
las funciones de beneficio de uno de los escenarios domine claramente a las del otro.
En cada uno de los dos escenarios, existe un equilibrio de Cournot,
(q1∗k , ..., q
n∗
k ) = (
ak
(n+ 1)bk
, ...,
ak
(n+ 1)bk
).
El juego al que se enfrentan las empresas es un juego en forma normal G =
{(Ai, ui)i∈N}, donde Ai es el conjunto de estrategias que cada agente i puede tomar
y ui es su funcio´n de utilidad vectorial, ui := (ui1(q
i, q−i), ui2(q
i, q−i)).
En cada escenario, la funcio´n de beneficio de la empresa i es estrictamente co´nca-
va con respecto a su accio´n
uik(q
i, q−i) = qi(ak − bk(
n∑
j=1
qj)), i ∈ N.
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En consecuencia, el beneficio del agente i, dada la accio´n de los n − 1 agentes
restantes, alcanza su ma´ximo cuando se anula la derivada. La funcio´n de mejor
respuesta del agente i a las acciones de los dema´s, q−i, en el escenario k, rik : A
j → IR
es
rik(q
−i) =
ak − bk
∑n
j=1,j 6=i q
j
2bk
=
ak
2bk
−
∑n
j=1,j 6=i q
j
2
.
Como a1
b1
< a2
b2
, entonces ri1(q
−i) < r2i (q
−i).
El valor Q¯ donde P1(Q) = P2(Q), es decir, a1 − b1Q = a2 − b2Q, es Q¯ = a1−a2b1−b2 .
Empresa conservadora
Aplicando el Lema 4.3.1, la funcio´n de mejor respuesta de una empresa conser-
vadora, Ric, viene dada por
Ric(q
−i) =

a1
2b1
−
∑n
j=1,j 6=i q
j
2
si
∑n
j=1,j 6=i q
j ≥ 2a1−a2
b1−b2 − a1b1
a1−a2
b1−b2 −
∑n
j=1,j 6=i q
j si 2a1−a2
b1−b2 − a2b2 ≤
∑n
j=1,j 6=i q
j ≤ 2a1−a2
b1−b2 − a1b1
a2
2b2
−
∑n
j=1,j 6=i q
j
2
si
∑n
j=1,j 6=i q
j ≤ 2a1−a2
b1−b2 − a2b2
Empresa optimista
Los valores de q−i para los que el beneficio obtenido en el escenario 1 con la
mejor respuesta en el escenario 1 coincide con el beneficio en el escenario 2 con la
mejor respuesta en el escenario 2 son los valores en los que la empresa cambia de
una respuesta a la otra. Dichos valores st son las soluciones de la Ecuacio´n 4.3.1. Es
decir,
( a1
2b1
−
∑n
j=1,j 6=i q
j
2
)(a1 − b1( a12b1 −
∑n
j=1,j 6=i q
j
2
+
∑n
j=1,j 6=i q
j)) =
( a2
2b2
−
∑n
j=1,j 6=i q
j
2
)(a2 − b2( a22b2 −
∑n
j=1,j 6=i q
j
2
+
∑n
j=1,j 6=i q
j))
Esta ecuacio´n tiene dos soluciones∑n
j=1,j 6=i q
j = a1−a2
b1−b2 − 1√b1b2
a2b1−a1b2
b1−b2 ,
∑n
j=1,j 6=i q
j = a1−a2
b1−b2 +
1√
b1b2
a2b1−a1b2
b1−b2 .
Pero una de ellas, la segunda, no entra dentro del dominio de definicio´n de la funcio´n
de mejor respuesta en el escenario k, ya que es mayor que Qk =
ak
bk
, que corresponde
al valor a partir del cual dicha funcio´n se anula.
Sabiendo que el monopolio de cada escenario es qMk =
ak
2bk
, k = 1, 2, segu´n el
Lema 4.3.3, la funcio´n de mejor respuesta de una empresa optimista, Riop, es
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Riop(q
−i) =

a1
2b1
−
∑n
j=1,j 6=i q
j
2
si
∑n
j=1,j 6=i q
j ≤ a1−a2
b1−b2 − 1√b1b2
a2b1−a1b2
b1−b2
a2
2b2
−
∑n
j=1,j 6=i q
j
2
si a1−a2
b1−b2 − 1√b1b2
a2b1−a1b2
b1−b2 <
∑n
j=1,j 6=i q
j
Empresa neutral
En general, si la empresa i es neutral al riesgo, por el Lema 4.3.4, la funcio´n de
mejor respuesta, Rin, verifica
ri1(q
−i) ≤ Rin(q−i) ≤ ri2(q−i)
En este caso, al considerar como funcio´n de valor la semisuma de las funciones
de beneficios de cada uno de los escenarios, 1
2
qi((a1 + a2 − (b1 + b2)(
∑n
j=1 q
j)), la
funcio´n de mejor respuesta es exactamente
Rin(q
−i) =
1
2
(
a1 + a2
b1 + b2
)
− 1
2
n∑
j=1
qj.
Ejemplo 4.3.6. Consideremos dos empresas y dos posibles escenarios descritos por
las siguientes funciones de demanda inversa: P1(Q) = 32− 50Q and P2(Q) = 1−Q.
Las mejores respuestas de la empresa i a las acciones de la empresa j en ambos
escenarios verifican ri1(q
j) = 8
25
− qj
2
≤ ri2(qj) = 12 − q
j
2
.
Como Q¯ = 31
49
, entonces la funcio´n de mejor respuesta para una empresa conser-
vadora, Ric, viene dada por
Ric(q
j) =

8
25
− 1
2
qj si 766
1225
≤ qj
31
49
− qj si 13
49
≤ qj ≤ 766
1225
1
2
− 1
2
qj si qj ≤ 13
49
Para describir la funcio´n de mejor respuesta cuando la empresa i es optimista,
calculamos el valor para el que la empresa cambia de una de las mejores respuestas
a la otra. En este ejemplo, es s1 =
31
49
− 18
245
√
2
.
Por tanto, la funcio´n de mejor respuesta para la empresa optimista es
87
4.4. Equilibrios para agentes sime´tricos
Riop(q
j) =

8
25
− 1
2
qj si 31
49
− 18
245
√
2
≤ qj
1
2
− 1
2
qj si qj ≤ 31
49
− 18
245
√
2
Si la empresa i es neutral al riesgo, la funcio´n de mejor respuesta es
Rin(q
j) = 33
102
− 1
2
qj.
4.4. Equilibrios para agentes sime´tricos
A continuacio´n, se estudian los equilibrios de Nash, definidos en el Cap´ıtulo 2,
para un oligopolio de Cournot en el caso de n empresas conservadoras, n empresas
optimistas y n empresas neutrales.
4.4.1. Empresas conservadoras
En un equilibrio, las empresas conservadoras obtienen cantidades tales que nin-
guna desviacio´n individual produce una mejora del beneficio mı´nimo. Por tanto, se
define el equilibrio conservador como
Definicio´n 4.4.1. (q∗i, q∗−i) es un equilibrio conservador para el juego de Cournot
bi-escenario G = {(Ai, ui1, ui2)i∈N} si /∃ i ∈ N con qi ∈ Ai tal que vic(qi, q∗−i) >
vic(q
∗i, q∗−i).
Ec(G) denota el conjunto de los equilibrios conservadores del juego de Cour-
not bi-escenario G. Estos equilibrios se corresponden con los equilibrios utilitaristas
conservadores en el poliedro completo ∆ y tambie´n con los maximin neutrales, que
hemos analizado en el Cap´ıtulo 2.
Obse´rvese que, de forma equivalente, un equilibrio conservador para el juego de
Cournot bi-escenario G es un equilibrio para el juego esta´ndar en forma normal,
Gc = {(Ai, vic)i∈N}.
Como consecuencia de la concavidad de la funcio´n de valor conservadora, se
asegura la existencia de los equilibrios conservadores bajo las hipo´tesis iniciales.
Sin embargo, cuando no se verifica la concavidad estricta, puede haber mu´ltiples
equilibrios. El siguiente resultado caracteriza estos equilibrios en el caso general.
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Denotemos por T la regio´n
T = {(q1, ..., qn) : ri1(q−i) ≤ qi ≤ ri2(q−i), i ∈ N}.
Por el Lema 2.2.4, sabemos que todos los equilibrios del juego de Cournot bi-
escenario esta´n contenidos en T .
Lema 4.4.2. El conjunto de los equilibrios conservadores Ec(G) esta´ contenido en
T .
Demostracio´n. Para demostrar que Ec(G) ⊆ T , supongamos que (q¯i, q¯−i) 6∈ T es un
equilibrio conservador. Si q¯i < r11(q¯
−i), como la funcio´n objetivo de cada empresa, uik,
es estrictamente co´ncava en su propia accio´n, entonces ambos u11(q
i, q¯−i) y u12(q
i, q¯−i)
son crecientes para qi ≤ ri1(q¯−i). As´ı, si el agente i se mueve a q¯−i + ε, para ε > 0
tal que q¯−i + ε < r11(q¯
−i), entonces su beneficio crece en ambos escenarios y, de este
modo, vc crece. Por tanto, (q¯
i, q¯−i) 6∈ Ec(G). Ana´logamente, se puede probar para
q¯i > r12(q¯
−i), para q¯−i < r21(q¯
i), y para q¯−i > r22(q¯
i). 2
Para k = 1, 2, denotamos por (c∗k, ..., c
∗
k) el equilibrio de Cournot en el escenario
k. La existencia de este u´nico equilibrio esta´ asegurada por las hipo´tesis iniciales del
modelo. Adema´s, se verifica que nc∗1 ≤ Q¯ ≤ nc∗2 si y so´lo si T ∩ L 6= {∅}.
El siguiente resultado identifica los equilibrios conservadores.
Teorema 4.4.3. El conjunto de los equilibrios conservadores del juego de Cournot
bi-escenario G = {(Ai, ui1, ui2)i∈N} viene dado por
a) Si Q¯ ≤ nc∗1, entonces Ec(G) = {(c∗1, ..., c∗1)}.
b) Si nc∗1 < Q¯ < nc
∗
2 entonces Ec(G) = T ∩ L.
c) Si Q¯ ≥ nc∗2, entonces Ec(G) = {(c∗2, ..., c∗2)}.
Demostracio´n. Probamos, en primer lugar, que T ∩L ⊆ Ec(G). Si (qi, q−i) ∈ T ∩L,
entonces se verifica por el Lema 4.3.1 que Ric(q
−i) = Q¯−∑nj=1,j 6=i qj. Como (qi, q−i) ∈
L, entonces qi = Q¯ −∑nj=1,j 6=i qj = Ric(q−i), es decir, qi es la mejor respuesta a las
estrategias de los otros agentes, q−i. Por tanto, (qi, q−i) ∈ Ec(G) .
A continuacio´n, probamos la otra inclusio´n, si (qi, q−i) ∈ Ec(G), entonces o bien
(qi, q−i) ∈ T ∩ L o (qi, q−i) coincide con el equilibrio de Cournot de uno de los dos
escenarios.
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Supongamos que (qi, q−i) ∈ Ec(G) y (qi, q−i) ∈ T ∩ L. Consideramos, en primer
lugar, los puntos interiores de T, int(T ). Sea (qi, q−i) ∈ int(T ) ∩ L. Como L es un
conjunto abierto y qi < ri2(q
−i), para ε > 0, se tiene que (qi + ε, q−i) ∈ int(T ) ∩ L.
En L, vc = u2, y como u2 es co´ncava en su propia accio´n, vc(q
i+ε, q−i) > vc(qi, q−i),
por lo que (qi, q−i) 6∈ Ec(G). Un razonamiento ana´logo se realiza cuando (qi, q−i) ∈
int(T ) ∩ L¯.
Los puntos en la frontera de T , ∂T , esta´n localizados en las curvas de las funciones
de mejor respuesta. Sea (qi, q−i) ∈ ∂T ∩ L. En L, vc = u2, por tanto, para que
(qi, q−i) sea un equilibrio conservador (qi, q−i) necesariamente ha de ser el equilibrio
de Cournot en el escenario 2. Del mismo modo, cuando (qi, q−i) ∈ ∂T ∩ L¯, si (qi, q−i)
es un equilibrio conservador, entonces este punto debe ser el equilibrio de Cournot
en el escenario 1.
Casos a) y c): Si Q¯ < nc∗1 entonces (c
∗
1, ..., c
∗
1) ∈ L¯. Como para (qi, q−i) ∈ L¯,
vc = u1, entonces el equilibrio de Cournot en el escenario 1 es tambie´n un equilibrio
conservador. Si Q¯ = nc∗1, entonces T ∩ L = {(c∗1, ..., c∗1)} y se verifica que Ec(G) =
{(c∗1, ..., c∗1)}. La demostracio´n de c) es ana´loga.
Caso b) Si nc∗1 < Q¯ < nc
∗
2 entonces T ∩ L 6= {∅}, y T ∩ L ⊆ Ec(G). Adema´s,
(c∗1, ..., c
∗
1) no puede ser un equilibrio conservador, ya que en este caso (c
∗
1, ..., c
∗
1) ∈ L,
vc(c
∗
1, ..., c
∗
1) = u2(c
∗
1, ...., c
∗
1), y por tanto los agentes pueden mejorar su funcio´n de
valor conservadora adoptando una estrategia qi > c∗1. Ana´logamente, (c
∗
2, ..., c
∗
2) no
puede ser un equilibrio conservador, y se tiene el resultado. 2
Por tanto, si nc∗1 ≤ Q¯ ≤ nc∗2, entonces los puntos de T ∩ L son los equilibrios
conservadores. En todos estos puntos el precio asociado a las cantidades de equilibrio
es el mismo con independencia del escenario que ocurra. Cuando T ∩ L = {∅}, el
u´nico equilibrio conservador existente coincide o bien con el equilibrio de Cournot
de un escenario o del otro.
4.4.2. Empresas optimistas
El otro caso extremo en te´rminos de la actitud ante el riesgo de las empresas
es la situacio´n en la que todas las empresas seleccionan sus estrategias teniendo en
cuenta solamente los mejores resultados posibles. Por lo tanto, un equilibrio para las
empresas optimistas proporciona cantidades tales que ninguna desviacio´n individual
hace mejorar el ma´ximo beneficio.
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Definicio´n 4.4.4. (q∗i, q∗−i) es un equilibrio optimista para el juego de Cournot
bi-escenario G = {(Ai, ui1, ui2)i∈N} si /∃ i ∈ N con qi ∈ Ai tal que viop(qi, q∗−i) >
viop(q
∗i, q∗−i).
Denotamos Eop(G) el conjunto de equilibrios optimistas del juego G, que coinci-
den con los equilibrios utilitaristas optimistas en el poliedro completo ∆, definidos
en el Cap´ıtulo 2.
Equivalentemente, un equilibrio optimista para el juego de Cournot bi-escenario
G es un equilibrio para el juego esta´ndar en forma normal, Gop = {(Ai, viop)i∈N}.
En esta situacio´n, como las funciones de mejor respuesta de las empresas pueden
ser discontinuas, no se puede asegurar la existencia de equilibrios. Sin embargo,
Roberts y Sonnenschein (1976) probaron la existencia de un equilibrio de Cournot
sime´trico para n empresas ide´nticas cuando las discontinuidades de las funciones
de mejor respuesta tienen la forma de ”saltos ascendentes”, es decir, si la funcio´n
es continua por la derecha y superiormente semicontinua por la izquierda. Como
consecuencia de ello, cuando so´lo hay un cambio entre los escenarios, se asegura la
existencia de equilibrio. Este es el caso de las funciones de demanda lineales, como
se demuestra en Caraballo et al. (2015).
A continuacio´n, establecemos condiciones para la existencia de equilibrios opti-
mistas basadas en las relaciones entre las regiones T y L. En primer lugar, y al igual
que en el caso de los equilibrios conservadores, el siguiente resultado demuestra que
estos equilibrios esta´n contenidos en la regio´n T .
Lema 4.4.5. El conjunto de los equilibrios optimistas Eop(G) esta´ contenido en T .
Demostracio´n. Supongamos lo contrario de lo que queremos demostrar, que (q¯i, q¯−i) 6∈
T es un equilibrio optimista. Si q¯i < r11(q¯
−i), como la funcio´n objetivo de cada em-
presa, uik, es estrictamente co´ncava en su propia accio´n, entonces ambos u
1
1(q
i, q¯−i) y
u12(q
i, q¯−i) son crecientes para qi ≤ ri1(q¯−i). As´ı, si el agente i se mueve a q¯−i+ε, para
ε > 0 tal que q¯−i + ε < r11(q¯
−i), entonces su beneficio crece en ambos escenarios y,
de este modo, vc crece. Por tanto, (q¯
i, q¯−i) 6∈ Ec(G). Ana´logamente, se puede probar
para q¯i > r12(q¯
−i), para q¯−i < r21(q¯
i), y para q¯−i > r22(q¯
i). 2
En contraste con el caso de la funcio´n de utilidad conservadora, la utilidad op-
timista, en general, no cumple las propiedades de concavidad. Este hecho aumenta
la complejidad del estudio de la existencia y la identificacio´n de los equilibrios.
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Como las funciones de mejor respuesta de las empresas esta´n formadas por tro-
zos de las funciones de mejor respuesta en cada escenario, los posibles equilibrios
optimistas son los puntos donde se cortan. Dada la simetr´ıa del modelo, estos puntos
son necesariamente los equilibrios de Cournot en los dos escenarios. Este resultado
se establece formalmente en el siguiente lema.
Lema 4.4.6. Si (q¯i, q¯−i) ∈ Eop(G) entonces (q¯i, q¯−i) = (c∗1, ..., c∗1) o (q¯i, q¯−i) =
(c∗2, ..., c
∗
2).
Aunque no se puede asegurar la existencia ni la unicidad de equilibrios optimistas,
el siguiente resultado establece que, cuando los equilibrios de Cournot de ambos
escenarios se encuentran en la misma regio´n de las dos que define L, entonces el
equilibrio optimista coincide con uno de dichos equilibrios.
Lema 4.4.7. Sea G = {(Ai, ui1, ui2)i=1,...,n} un juego de Cournot bi-escenario
a) Si Q¯ < nc∗1, entonces Eop(G) = {(c∗2, ..., c∗2)}.
b) Si Q¯ > nc∗2, entonces Eop(G) = {(c∗1, ..., c∗1)}.
Demostracio´n. a) Si Q¯ < nc∗1, entonces {(c∗2, ..., c∗2)} es el equilibrio optimista
porque en esa regio´n el ma´ximo beneficio se alcanza en el escenario 2.
b) Ana´logamente, se verifica que si Q¯ > nc∗2, {(c∗1, ..., c∗1)} es el equilibrio opti-
mista. 2
El siguiente teorema caracteriza el equilibrio optimista. Sea qMk la cantidad de
monopolio en el escenario k, k = 1, 2.
Teorema 4.4.8. Para el juego de Cournot bi-escenario G = {(Ai, ui1, ui2)i=1,...,n}, se
cumple
a) Si ui1(qM1 , 0) > u
i
2(qM2 , 0),
(c∗1, ..., c
∗
1) ∈ Eop(G) si y so´lo si st ≤ (n− 1)c∗1 ≤ st+1 con t par.
(c∗2, ..., c
∗
2) ∈ Eop(G) si y so´lo si st ≤ (n− 1)c∗2 ≤ st+1 con t impar.
b) Si ui1(qM1 , 0) < u
i
2(qM2 , 0),
(c∗1, ..., c
∗
1) ∈ Eop(G) si y so´lo si st ≤ (n− 1)c∗1 ≤ st+1 con t impar.
(c∗2, ..., c
∗
2) ∈ Eop(G) si y so´lo si st ≤ (n− 1)c∗2 ≤ st+1 con t par.
92
4. Oligopolio de Cournot bajo incertidumbre
Demostracio´n. El resultado se deduce de los Lemas 4.3.3 y 4.4.6 . 2
En relacio´n con los equilibrios optimistas del juego de Cournot bajo incertidum-
bre, se tiene siempre una de estas cuatro situaciones: no existe equilibrio optimista,
el equilibrio de Cournot para el primer escenario es el equilibrio optimista; el equi-
librio de Cournot para el segundo escenario es el equilibrio optimista; o ambos son
equilibrios optimistas.
4.4.3. Empresas neutrales
Las empresas neutrales al riesgo constituyen una situacio´n intermedia con res-
pecto a los casos extremos establecidos anteriormente. Estas empresas deciden sus
estrategias atendiendo al mejor resultado medio posible entre ambos escenarios. De
este modo, en un equilibrio para empresas neutrales, ninguna desviacio´n individual
hace mejorar el beneficio medio entre los dos escenarios.
Definicio´n 4.4.9. (q∗i, q∗−i) es un equilibrio neutral para el juego de Cournot bi-
escenario G = {(Ai, ui1, ui2)i∈N} si /∃ i ∈ N con qi ∈ Ai tal que vin(qi, q∗−i) >
vin(q
∗i, q∗−i).
Denotamos En(G) el conjunto de equilibrios neutrales del juego G, que coinciden
con los que hemos denominado equilibrios utilitaristas neutrales en el Cap´ıtulo 2.
De forma equivalente, un equilibrio neutral para el juego de Cournot bi-escenario
G es un equilibrio para el juego esta´ndar en forma normal Gn = {(Ai, vin)i=1,...,n}.
Al igual que en los dos casos anteriores, se puede demostrar que el conjunto de
equilibrios de una empresa neutral esta´ contenido en el conjunto T . Ma´s concreta-
mente, y como consecuencia de las hipo´tesis iniciales de las funciones de demanda
inversa en los diferentes escenarios y la funcio´n de mejor respuesta de una empresa
neutral, se establece el siguiente resultado.
Teorema 4.4.10. Para el juego de Cournot bi-escenario G = {(Ai, ui1, ui2)i∈N},
existe un u´nico equilibrio neutral, (c∗n, ..., c
∗
n) tal que c
∗
1 ≤ c∗n ≤ c∗2.
Demostracio´n. La existencia y unicidad de equilibrio se deduce de la concavidad de
la funcio´n vin. Por la proposicio´n 2.2.4 y, teniendo en cuenta la relacio´n entre R
i
n y
las funciones de mejor respuesta de cada escenario, se sigue el resultado. 2
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Ejemplo 4.4.11. Consideremos el duopolio del Ejemplo 4.3.5. Teniendo en cuenta
la funcio´n de mejor respuesta Ric, el valor de Q¯ =
1+
√
1361
40
, y que los equilibrios de
Cournot son ( 1
2
√
2
, 1
2
√
2
) y (1, 1) para los escenarios 1 y 2 respectivamente, utilizando
el Teorema 4.4.3 b), el conjunto de equilibrios conservadores es
Ec(G) = {(q1, q2) : q1 + q2 = Q¯ = 1+
√
1361
40
, 3
√
1361−37
1360
≤ q1 ≤ 71+31
√
1361
1360
}.
Es interesante destacar que el precio asociado a todas las cantidades de equilibrio,
119−√1361
40
, es u´nico. Adema´s, el conjunto de equilibrios es sime´trico, es decir, si
(q1, q2) ∈ Ec(G), tambie´n (q2, q1) ∈ Ec(G). Por u´ltimo, cada uno de los equilibrios
proporciona el mismo beneficio en los dos escenarios.
Para obtener los equilibrios del modelo del duopolio cuando las empresas son op-
timistas, recordemos que el valor de s1, s
∗, es aproximadamente 0.60. Los beneficios
de las cantidades de monopolio son u1(qM1 , 0) =
40
3
√
3
y u2(qM2 , 0) =
9
4
. De acuerdo
con el Teorema 4.4.8 a), los equilibrios de Cournot son ambos equilibrios optimistas,
es decir,
Eop(G) = {( 12√2 , 12√2), (1, 1)}.
Cuando las empresas son neutrales, de acuerdo con el Teorema 4.4.10, existe un
u´nico equilibrio neutral (c∗n, c
∗
n) tal que
1
2
√
2
≤ c∗n ≤ 1, y es
En(G) = {(−3+
√
14729
320
, −3+
√
14729
320
} = {0,369884, 0,369884}.
4.4.4. Equilibrios para agentes sime´tricos y funciones de de-
manda inversa lineales
El conjunto de todos los equilibrios de Nash del juego de Cournot bajo incerti-
dumbre, G, para funciones de demanda inversa lineales, esta´ acotado por las curvas
de las mejores respuestas de cada agente a la accio´n de los restantes en cada esce-
nario, como se establece en el Teorema 2.2.4.
E(G) = {(q1, ..., qn) : ri1(q−i) ≤ qi ≤ ri2(q−i)}.
La linealidad de las funciones de mejor respuesta permite representar el conjunto
de equilibrios como la envolvente convexa de sus puntos extremos, como demuestran
Caraballo et al. (2015).
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Equilibrios conservadores
Sabiendo que el equilibrio de Cournot del escenario k es ( ak
(n+1)bk
, ..., ak
(n+1)bk
), y
que Q¯ = a1−a2
b1−b2 , con a1 > a2, por el Teorema 4.4.3, el conjunto de los equilibrios
conservadores del juego con funcio´n de demanda inversa lineal viene dado por la
expresio´n
a) Si a1−a2
b1−b2 ≤ na1(n+1)b1 , entonces Ec(G) = {( a1(n+1)b1 , ..., a1(n+1)b1 )}.
b) Si na1
(n+1)b1
< a1−a2
b1−b2 <
na2
(n+1)b2
Ec(G) = T ∩ {(q1, ..., qn) :
∑n
j=1 q
j = a1−a2
b1−b2 }.
c) Si a1−a2
b1−b2 ≥ na2(n+1)b2 , entonces Ec(G) = {( a2(n+1)b2 , ..., a2(n+1)b2 )}.
En el caso en que exista multiplicidad de equilibrios, todos los equilibrios corres-
ponden al mismo precio: a2b1−a1b2
b1−b2 .
Equilibrios optimistas
El equilibrio de Cournot del escenario k es ( ak
(n+1)bk
, ..., ak
(n+1)bk
), la cantidad de
monopolio en el escenario k es qMk =
ak
2bk
, k = 1, 2. Como ui1(qM1 , 0) =
a1
2b1
qi <
ui2(qM2 , 0) =
a2
2b2
qi, por el Teorema 4.4.8 b), los equilibrios optimistas, para una
funcio´n de demanda inversa lineal, son
a) Si a1−a2
b1−b2 − 1√b1b2
a2b1−a1b2
b1−b2 <
a1
(n+1)b1
, entonces Eop(G) = {( a2(n+1)b2 , ..., a2(n+1)b2 )}.
b) Si a1
(n+1)b1
≤ a1−a2
b1−b2 − 1√b1b2
a2b1−a1b2
b1−b2 ≤ a2(n+1)b2 , entonces
Eop(G) = {( a1(n+1)b1 , ..., a1(n+1)b1 ), ( a2(n+1)b2 , ..., a2(n+1)b2 )}.
c) Si a1−a2
b1−b2 − 1√b1b2
a2b1−a1b2
b1−b2 >
a2
(n+1)b2
, entonces Eop(G) = {( a1(n+1)b1 , ..., a1(n+1)b1 )}.
Para funciones de demanda inversa lineales, siempre existe equilibrio optimista,
tal como se ha comentado anteriormente, y puede ser el equilibrio de uno de los dos
escenarios o bien ambos equilibrios.
Equilibrios neutrales
Dada una funcio´n de demanda inversa lineal P (Q) = a − bQ, el equilibrio de
Cournot es ( a
(n+1)b
, ..., a
(n+1)b
). Como la funcio´n de demanda inversa en el caso neutral
es P (Q) = a1+a2
2
− b1+b2
2
Q, el u´nico equilibrio neutral es
En(G) = (
a1 + a2
(n+ 1)(b1 + b2)
, ...,
a1 + a2
(n+ 1)(b1 + b2)
).
95
4.4. Equilibrios para agentes sime´tricos
Ejemplo 4.4.12. Para el Ejemplo 4.3.6, el conjunto de los equilibrios, segu´n el Teore-
ma 2.2.4, es el representado en la Figura 4.4, que coincide con la envolvente convexa
de cuatro puntos extremos: los equilibrios de Cournot en ambos escenarios ((16
75
, 16
75
)
y (1
3
, 1
3
)) y los puntos de corte de las funciones de mejor respuesta de cada empresa
en escenarios distintos.
E(G) = con{(16
75
, 16
75
), (1
3
, 1
3
), ( 7
75
, 34
75
), (34
75
, 7
75
)}.
q2
q1
E(G)
r12
r11
r22
r21
Figura 4.4. Conjunto de equilibrios para una funcio´n de demanda inversa lineal.
El conjunto de equilibrios conservadores es
Ec(G) = T ∩ {(q1, q2) : q1 + q2 = a1−a2b1−b2 } = {(q1, q2) : q1 + q2 = 3149 , 1349 ≤ q1 ≤ 1849}.
q1
q2
Q¯
Q¯
R1c
R2c
Figura 4.5. Equilibrios conservadores para una funcio´n de demanda inversa lineal.
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En todos los equilibrios, representados en la Figura 4.5, el precio correspondiente
es 18
49
.
Como los equilibrios de Cournot de ambos escenarios son (c∗1, c
∗
1) = (
16
75
, 16
75
) y
(c∗2, c
∗
2) = (
1
3
, 1
3
), s1 =
31
49
− 18
245
√
2
y los beneficios en las cantidades de monopolio
verifican ui1(qM1 , 0) =
128
25
> ui2(qM2 , 0) =
1
4
, el u´nico equilibrio optimista, que aparece
en la Figura 4.6, coincide con el equilibrio de Cournot del primer escenario
Eop(G) = {(1675 , 1675)}.
R1op
q2
Q¯
q1
s1
s1c⇤1
c⇤1
R2op
Figura 4.6. Equilibrio optimista para una funcio´n de demanda inversa lineal.
El equilibrio neutral, que aparece en la Figura 4.7, siempre existe y es u´nico
En(G) = {(1151 , 1151)}.
c⇤n
q2
R1n
R1n
q1c
⇤
n
Figura 4.7. Equilibrio neutral para una funcio´n de demanda inversa lineal.
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4.5. Equilibrios h´ıbridos
Cuando las empresas muestran una actitud diferente ante el riesgo, el equili-
brio que alcanzan, si existe, se denomina equilibrio h´ıbrido. En general, habr´ıa
k1 empresas neutrales, k2 empresas conservadoras, y k3 empresas optimistas, con
k1 + k2 + k3 = n. Para facilitar la notacio´n, a continuacio´n se establecen los equili-
brios en un modelo de duopolio. Estudiaremos los tres posibles casos que se presentan
para un duopolio: una empresa es neutral y la otra es conservadora, una empresa
es neutral y la otra es optimista, o bien una empresa es conservadora, y la otra es
optimista.
4.5.1. Empresa neutral versus empresa conservadora
En primer lugar, analizamos el caso en el que la empresa 1 es neutral y la empresa
2 es conservadora.
Definicio´n 4.5.1. (q∗1, q∗2) es un equilibro h´ıbrido neutral-conservador para el juego
de Cournot G = {(Ai, ui1, ui2)i=1,2} si para cada q1 ∈ A1 se tiene v1n(q1, q∗2) ≤
v1n(q
∗1, q∗2) y para cada q2 ∈ A2 se cumple v2c (q∗1, q2) ≤ v2c (q∗1, q∗2).
Denotamos por En,c(G) el conjunto de equilibrios h´ıbridos neutral-conservador
del juego G.
Sea (z∗1k , z
∗2
k ), k = 1, 2, la interseccio´n de la mejor respuesta de la empresa 1,
R1n, y la mejor respuesta de la empresa 2 en el escenario k, r
2
k. Y sean (z¯
1, z¯2), la
interseccio´n de la mejor respuesta neutral R2n, y L.
Teorema 4.5.2. Para el juego de Cournot bi-escenario G = {(Ai, ui1, ui2)i=1,2}, don-
de la empresa 1 es neutral y la empresa 2 es conservadora, siempre existe equilibrio
y es u´nico. Adema´s,
a) En,c(G) = {(z∗11 , z∗21 )} si y so´lo si Q¯ ≤ z∗11 + z∗21 .
b) En,c(G) = {(z∗12 , z∗22 )} si y so´lo si Q¯ ≥ z∗12 + z∗22 .
c) En,c(G) = {(z¯1, z¯2)} si y so´lo si z∗12 + z∗22 ≤ Q¯ ≤ z∗11 + z∗21 .
Demostracio´n. La existencia de equilibrio se deduce del hecho de que las funciones
de utilidad de la empresa neutral y de la empresa conservadora son co´ncavas en su
propia accio´n.
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Si Q¯ ≥ z∗12 + z∗22 , por el Lema 4.3.1, R2c(z∗12 ) = r22(z∗12 ) = z∗22 , por lo que (z∗12 , z∗22 )
es un equilibrio. Rec´ıprocamente, si (z∗12 , z
∗2
2 ) es un equilibrio, entonces R
2
c(z
∗1
2 ) =
r22(z
∗1
2 ) y, por el Lema 4.3.1, Q¯ ≥ z∗12 + z∗22 .
Para probar la unicidad, no´tese que la funcio´n de mejor respuesta de una empresa
neutral es estrictamente decreciente y continuamente diferenciable y su derivada
verifica (R1n)
′(q2) > −1 en el intervalo donde toma valores positivos. Adema´s, la
funcio´n de mejor respuesta de una empresa conservadora es una funcio´n a trozos,
estrictamente decreciente, continua y diferenciable, excepto a lo ma´s en dos puntos.
Cuando es diferenciable, tambie´n verifica (R1c)
′(q1) ≥ −1.
Sea Z¯2 = z
∗1
2 + z
∗2
2 . Como (R
1
n)
′(q2) > −1, para todos los puntos de la curva,
(R1n(q
2), q2) con q2 < z∗22 , se tiene que R
1
n(q
2)+q2 < Z¯2 . Si las curvas de las funciones
de mejor respuesta, R1n y R
2
c , se cortan en otro punto (q
1, q2), entonces se tiene que
q2 = R2c(q
1) = Q¯ − q1 o q2 = R2c(q1) = r21(q1) . En ambos casos, usando el Lema
4.3.1, q1 + q2 ≥ Q¯ ≥ Z¯2, lo que contradice que R1n(q2) + q2 < Z¯2.
Los casos b) and c) se prueban usando un razonamiento ana´logo. 2
4.5.2. Empresa neutral versus empresa optimista
El segundo tipo de equilibrio h´ıbrido analizado es el caso en que la empresa 1 es
neutral y la empresa 2 es optimista.
Definicio´n 4.5.3. (q∗1, q∗2) es un equilibro h´ıbrido neutral-optimista para el juego
de Cournot G = {(Ai, ui1, ui2)i=1,2} si para cada q1 ∈ A1 se tiene v1n(q1, q∗2) ≤
v1n(q
∗1, q∗2) y para cada q2 ∈ A2 se cumple v2op(q∗1, q2) ≤ v2op(q∗1, q∗2).
Denotamos por En,op(G) el conjunto de equilibrios h´ıbridos neutral-optimista del
juego G.
De forma similar al caso de empresas optimistas, en general, no esta´ asegurada
la existencia de equilibrios h´ıbridos. Sin embargo, bajo las hipo´tesis del modelo, si
existe equilibrio, es u´nico.
A continuacio´n, se establecen las condiciones para su existencia as´ı como un
procedimiento para su determinacio´n.
Lema 4.5.4. Para el juego de Cournot bi-escenario G = {(Ai, ui1, ui2)i=1,2}, donde
la empresa 1 es neutral y la empresa 2 es optimista, existe a lo ma´s un equilibrio.
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Adema´s,
En,op(G) ⊆ {(z∗11 , z∗21 ), (z∗12 , z∗22 )}.
Demostracio´n. Se sigue del Lema 4.3.2 y de la definicio´n de los puntos (z∗11 , z
∗2
1 ) y
(z∗12 , z
∗2
2 ). 2
El siguiente resultado, que analiza la existencia de estos equilibrios h´ıbridos, se
obtiene con un razonamiento similar al seguido en el Teorema 4.5.2.
Teorema 4.5.5. El conjunto de equilibrios h´ıbridos neutral-optimista para el juego
de Cournot bi-escenario G = {(Ai, ui1, ui2)i=1,2} es
a) (z∗11 , z
∗2
2 ) ∈ En,op(G) si y so´lo si se verifica a1) o a2)
a1) u1(qM1 , 0) < u
2(qM2 , 0), y st ≤ z∗11 ≤ st+1 con t impar.
a2) u1(qM1 , 0) > u
2(qM2 , 0), y st ≤ z∗11 ≤ st+1 con t par.
b) (z∗12 , z
∗2
2 ) ∈ En,op(G) si y so´lo si se cumple b1) o b2)
b1) u1(qM1 , 0) < u
2(qM2 , 0), y st ≤ z∗12 ≤ st+1 con t par.
b2) u1(qM1 , 0) > u
2(qM2 , 0), y st ≤ z∗12 ≤ st+1 con t impar.
4.5.3. Empresa conservadora versus empresa optimista
Finalmente, para determinar el equilibrio h´ıbrido conservador-optimista consi-
deramos, sin pe´rdida de generalidad, que la empresa 1 es conservadora y la empresa
2 es optimista.
Definicio´n 4.5.6. (q∗1, q∗2) es un equilibro h´ıbrido conservador-optimista para el
juego de Cournot G = {(Ai, ui1, ui2)i=1,2} si para cada q1 ∈ A1 se tiene v1c (q1, q∗2) ≤
v1c (q
∗1, q∗2) y para cada q2 ∈ A2 se cumple v2op(q∗1, q2) ≤ v2op(q∗1, q∗2).
Denotamos por Ec,op(G) el conjunto de equilibrios h´ıbridos conservador-optimista
del juego G.
En este caso, en general, puede no existir equilibrio h´ıbrido. A continuacio´n,
establecemos las condiciones para su existencia.
Sea (d∗1, d
∗
2) el punto de interseccio´n de las curvas de la mejor respuesta de la
empresa 1 en el escenario 1, r11, y la mejor respuesta de la empresa 2 en el escenario
2, r22. Dado que las funciones de demanda inversa son ide´nticas en cada escenario,
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(d∗2, d
∗
1) denota el punto de interseccio´n de las curvas de la mejor respuesta de la
empresa 1 en el escenario 2, r12, y la mejor respuesta de la empresa 2 en el escenario
1, r21. Sean adema´s los puntos de discontinuidad de la funcio´n de mejor respuesta
de la empresa optimista (st, Rop(st)), t = 0, 1, . . . t¯. El siguiente resultado establece
que si existe equilibrio, esta´ entre estos puntos.
Lema 4.5.7. Para el juego de Cournot bi-escenario G = {(Ai, ui1, ui2)i=1,2}, donde
la empresa 1 es conservadora y la empresa 2 es optimista, se verifica
Ec,op(G) ⊂ {(d∗1, d∗2), (d∗2, d∗1), (s1t , Rop(s1t ))}, t = 0, 1, . . . t¯.
Demostracio´n. Si existe un equilibrio h´ıbrido en L¯, las funciones de mejor respuesta
se cortan en L¯. De los Lemas 4.3.1, 4.3.2 y 4.3.3, se tiene que en L¯, la funcio´n de mejor
respuesta conservadora es r11 y la optimista es r
2
2, y por ello, solamente (d
∗
1, d
∗
2) puede
ser un equilibrio. Ana´logo razonamiento se aplica para L, y en este caso, el u´nico
equilibrio puede ser (d∗2, d
∗
1). Por otra parte, si existe un equilibrio h´ıbrido en L, por
los lemas anteriormente mencionados, la funcio´n de mejor respuesta conservadora
es Q¯− q2, y la optimista es r21 o r22. Por tanto, so´lo puede existir un equilibrio en L
si Q¯− q2 = st, con st una discontinuidad de la funcio´n de mejor respuesta optimista
R2op. 2
En el siguiente resultado se identifican los diferentes casos de equilibrios h´ıbridos.
Teorema 4.5.8. Para el juego de Cournot bi-escenario, G = {(Ai, ui1, ui2)i=1,2}, si
la empresa 1 es conservadora y la empresa 2 es optimista, entonces
a) (st, Rop(s
1
t )) ∈ Ec,op(G) si y so´lo si Q¯ = st +Rop(st).
b) (d∗1, d
∗
2) ∈ Ec,op(G) si y so´lo si se verifica b1) o b2)
b1) Q¯ ≤ d∗1 + d∗2, u1(qM1 , 0) < u2(qM2 , 0) y st ≤ d∗1 ≤ st+1 para algu´n t par.
b2) Q¯ ≤ d∗1 + d∗2, u1(qM1 , 0) > u2(qM2 , 0) y st ≤ d∗1 ≤ st+1 para algu´n t impar.
c) (d∗2, d
∗
1) ∈ Ec,op(G) si y so´lo si se verifica c1) o c2)
c1) Q¯ ≥ d∗1 + d∗2, u1(qM1 , 0) < u2(qM2 , 0) y st ≤ d∗2 ≤ st+1 para algu´n t impar.
c2) Q¯ ≥ d∗1 + d∗2, u1(qM1 , 0) > u2(qM2 , 0) y st ≤ d∗2 ≤ st+1 para algu´n t par.
Demostracio´n. La demostracio´n es ana´loga a la del Teorema 4.5.2. 2
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Observacio´n 4.5.9. No´tese que si Q¯ = d∗1+d
∗
2, puede ocurrir que (d
∗
1, d
∗
2) o (d
∗
2, d
∗
1) sea
equilibrio. Entonces d∗1 o d
∗
2 coincide con una de las discontinuidades de las funciones
de mejor respuesta, es decir, si los equilibrios esta´n en L coinciden con el caso a).
4.5.4. Equilibrios h´ıbridos para funciones de demanda in-
versa lineales
Este caso particular es muy interesante puesto que, cuando una de las empresas es
optimista, se garantiza que si existe equilibrio h´ıbrido, es u´nico. Adema´s, estos equili-
brios h´ıbridos esta´n determinados por los para´metros de las funciones de demanda in-
versa. Sean Pk(Q) = ak−bkQ las funciones de demanda inversa lineales en cada esce-
nario k, k = 1, 2. Los equilibrios del primer escenario, del segundo y el equilibrio neu-
tral son, respectivamente, (c∗1, c
∗
1), (c
∗
2, c
∗
2), (c
∗
n, c
∗
n) con c
∗
1 =
a1
3b1
, c∗2 =
a2
3b2
, c∗n =
a1+a2
3(b1+b2)
.
El valor Q¯ donde P1(Q) = P2(Q) es Q¯ =
a1−a2
b1−b2 . Recordemos que el u´nico punto de
corte de la Ecuacio´n 4.3.1 es s1 =
a1−a2
b1−b2 − 1√b1b2
a2b1−a1b2
b1−b2 .
Equilibrio h´ıbrido neutral-conservador
Proposicio´n 4.5.10. Si la empresa 1 es neutral y la empresa 2 es conservadora,
siempre existe equilibrio y es u´nico.
a) Si Q¯ ≤ c∗1 + c∗n, entonces En,c(G) = {(2c∗n − c∗1, 2c∗1 − c∗n)}.
b) Si Q¯ ≥ c∗2 + c∗n, entonces En,c(G) = {(2c∗n − c∗2, 2c∗2 − c∗n)}.
c) Si c∗1 + c
∗
n ≤ Q¯ ≤ c∗2 + c∗n, entonces En,c(G) = {(a1+a2b1+b2 − Q¯, 2Q¯− a1+a2b1+b2 )}.
Demostracio´n. Es consecuencia de aplicar el Teorema 4.5.2. 2
Equilibrio h´ıbrido neutral-optimista
Proposicio´n 4.5.11. Si la empresa 1 es neutral y la empresa 2 es optimista, se
verifica
a) Cuando u1(qM1 , 0) < u2(qM2 , 0), entonces En,op(G) = {(2c∗n − c∗2, 2c∗2 − c∗n)}.
b) Cuando u1(qM1 , 0) > u2(qM2 , 0), si existe equilibrio es u´nico. Las condiciones
para la existencia de equilibrio son
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b1) Si s1 ≥ 2c∗n − c∗1, entonces En,op(G) = {(2c∗n − c∗1, 2c∗1 − c∗n)}.
b2) Si s1 ≤ 2c∗n − c∗1, entonces En,op(G) = {(2c∗n − c∗2, 2c∗2 − c∗n)}.
Demostracio´n. Se obtiene aplicando el Teorema 4.5.5. 2
Luego, puede que no exista equilibrio, pero en el caso en que lo haya, es u´nico.
Equilibrio h´ıbrido conservador-optimista
Para funciones de demanda inversa lineales, se calculan los valores
d∗1 =
2
3
a1
b1
− 1
3
a2
b2
, d∗2 =
2
3
a2
b2
− 1
3
a1
b1
.
En este caso, debido a las propiedades de las funciones lineales, los apartados
a) y b1) del Teorema 4.5.8 no los tenemos en cuenta porque nunca se dan dichas
situaciones, como demostramos a continuacio´n.
Observacio´n 4.5.12. El punto (s11, Rop(s
1
1)) no existe.
Tenemos que P (Q¯) = a2b1−a1b2
b1−b2 , y Q¯ =
a1−a2
b1−b2 , entonces se puede expresar s1 =
Q¯ − 1√
b1b2
P (Q¯). Veamos, en primer lugar, cuando P (Q) = a1 − b1Q¯. En este caso,
s1 = Q¯ − 1√b1b2 (a1 − b1Q¯) = 2
a1−a2
b1−b2 − a1b1 . Si la mejor respuesta optimista cambia
en s1 = q¯1 con Q¯ = q¯1 + r
2
1(q¯1), entonces 2Q¯ − a1b1 = Q¯ − 1√b1b2 (a1 − b1Q¯), por lo
que Q¯ = a1
b1
. De modo ana´logo se demuestra cuando P (Q) = a2 − b2Q¯, s1 = q¯1 con
Q¯ = q¯1 + r
2
2(q¯1), obtenemos que Q¯ =
a2
b2
.
Luego a1
b1
= a2
b2
, pero por hipo´tesis inicial, a1
b1
< a2
b2
. Por tanto, (s11, Rop(s
1
1)) no
existe. 2
Observacio´n 4.5.13. Cuando u1(qM1 , 0) < u2(qM2 , 0), (d
∗
2, d
∗
1) no existe.
En efecto, cuando u1(qM1 , 0) < u2(qM2 , 0), como demuestran Caraballo et al.
(2015), la funcio´n de mejor respuesta de la empresa optimista coincide con la funcio´n
de mejor respuesta en el escenario 2, que no es la mejor respuesta en el escenario 1
y, por tanto, (d∗2, d
∗
1) no existe. 2
Proposicio´n 4.5.14. Si la empresa 1 es conservadora y la empresa 2 es optimista,
a) Cuando u1(qM1 , 0) < u2(qM2 , 0),
Ec,op(G) = (d
∗
1, d
∗
2) si y so´lo si Q¯ ≤ 13
(
a1
b1
+ a2
b2
)
y 2
3
a1
b1
− 1
3
a2
b2
≤ s1.
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b) Cuando u1(qM1 , 0) > u2(qM2 , 0),
Ec,op(G) = (d
∗
1, d
∗
2) si y so´lo si Q¯ ≤ 13
(
a1
b1
+ a2
b2
)
y s1 ≤ d∗1.
Ec,op(G) = (d
∗
2, d
∗
1) si y so´lo si Q¯ ≥ 13
(
a1
b1
+ a2
b2
)
y d∗2 ≤ s1.
Demostracio´n. Aplicando el Teorema 4.5.8, y teniendo en cuenta que en el caso
lineal siempre hay un salto porque la solucio´n de la Ecuacio´n 4.3.1 es u´nica, se tiene
el resultado. 2
Ejemplo 4.5.15. Para el modelo de duopolio lineal del Ejemplo 4.3.6, si la empresa
1 es neutral y la empresa 2 es conservadora, aplicando la Proposicio´n 4.5.10, como
c∗1 + c
∗
n =
547
1275
, c∗2 + c
∗
n =
28
51
, se verifica que Q¯ ≥ c∗2 + c∗n, y el equilibrio, como aparece
en la Figura 4.8, es
En,c(G) = {(2c∗n − c∗2, 2c∗2 − c∗n) = {( 551 , 2351)}.
z2⇤2
q2
R1n
R2c
Q¯
q1
z1⇤
Figura 4.8. Equilibrio h´ıbrido neutral-conservador. Caso lineal.
Si la empresa 1 es neutral y la empresa 2 es optimista, segu´n la Proposicio´n
4.5.11, puesto que u1(qM1 , 0) > u2(qM2 , 0), y s1 ≥ 2c∗n − c∗1, el equilibrio existe y es
u´nico, como se observa en la Figura 4.9.
En,op(G) = {(2c∗n − c∗1, 2c∗1 − c∗n)} = {( 2781275 , 2691275)}.
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z2⇤1
q2
R1n
R2op
Q¯
q1
z1⇤
Figura 4.9. Equilibrio h´ıbrido neutral-optimista. Caso lineal.
Cuando la empresa 1 es conservadora y la empresa 2 es optimista, aplicando la
Proposicio´n 4.5.14, dado que u1(qM1 , 0) > u2(qM2 , 0), Q¯ ≥ 13
(
a1
b1
+ a2
b2
)
y d∗2 ≤ s1,
el equilibrio, como se muestra en la Figura 4.10, es
Ec,op(G) = {(d∗1, d∗2)} = {(3475 , 775)}.
d2⇤1
q2
R1c
R2op
Q¯
q1
d1⇤2
Figura 4.10. Equilibrio h´ıbrido conservador-optimista. Caso lineal.
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4.6. Equilibrios con informacio´n sobre probabili-
dades de ocurrencia de los escenarios
En las secciones precedentes de este cap´ıtulo se estudia un modelo de Cournot
bajo incertidumbre no probabil´ıstico para representar situaciones en las que no hay
informacio´n sobre la probabilidad de ocurrencia de los dos escenarios considerados.
Si se conociesen las probabilidades de ocurrencia, se podr´ıan estudiar los equili-
brios con procedimientos basados en la utilidad esperada, tal y como hacen Gilboa
y Schmeidler (1989) en su estudio de eleccio´n bajo incertidumbre. Una situacio´n
intermedia entre el caso de completa incertidumbre y el caso en el que las probabi-
lidades son conocidas es cuando los agentes tienen informacio´n parcial sobre estas
probabilidades, o actu´an a partir de ciertas convicciones o ideas sobre los valores de
e´stas.
En esta seccio´n estudiamos los efectos de incluir informacio´n parcial sobre las
probabilidades en el ca´lculo de los equilibrios del modelo de oligopolio de Cournot
con dos escenarios.
Consideramos que la valoracio´n de los agentes de un perfil de estrategias depende
de la utilidad esperada, es decir, si el agente i, supone que las probabilidades de
ocurrencia de los escenarios vienen dadas por el vector λi ∈ ∆2 = {λi ∈ IR2 :
λi1 +λ
i
2 = 1, λ
i
j ≥ 0, j = 1, 2}, entonces la funcio´n de valoracio´n del agente i coincide
con el beneficio esperado:
viλ(q) = λ
i
1u
i
1(q) + λ
i
2u
i
2(q).
Si las probabilidades de ocurrencia fueran conocidas, los valores λi estar´ıan de-
terminados. En este caso, los equilibrios ser´ıan los equilibrios del correspondiente
juego ponderado. Por otra parte, si se dispone de cierta informacio´n adicional, pero
no completa sobre dichos valores, es posible determinar un subconjunto del conjunto
de equilibrios del juego biescenario, o lo que es lo mismo, hacer un refinamiento de
este conjunto.
El ana´lisis que presentamos a continuacio´n en este contexto de incertidumbre, se
enmarca formalmente en el tratamiento general de los equilibrios con informacio´n
parcial cuando las preferencias de los agentes esta´n representadas por funciones de
valor aditivas, propuesto en el Cap´ıtulo 2.
Dado el juego de Cournot bi-escenario con dos agentes, G = {(Ai, ui1, ui2)i=1,2}
y la informacio´n sobre probabilidades, Λ = Λ1 × Λ2, denotamos el juego con in-
formacio´n sobre probabilidades como GΛ = {(Ai, ui1, ui2,Λi)i=1,2}, y por E(GΛ) al
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conjunto de equilibrios con informacio´n sobre probabilidades, como se definieron en
la Definicio´n 2.3.5.
En general, se sigue del Teorema 2.3.6 que el conjunto de equilibrios E(GΛ)
coincide con el conjunto de equilibrios de un juego transformado, con utilidades
vectoriales, {(Ai, viΛ)i=1,2}, donde viΛ = Bi · ui, siendo Bi la matriz cuyas filas son
los puntos extremos de Λi.
4.6.1. Equilibrios con probabilidades ordenadas
Nos centramos en el caso en que la informacio´n que utilizan los agentes para
tomar sus decisiones consiste en un orden sobre las probabilidades de ocurrencia, es
decir, cada agente considera que la probabilidad de ocurrencia de un escenario no
es menor que la probabilidad de ocurrencia del otro. Formalmente, cada agente i
puede considerar dos conjuntos de informacio´n, Λi(1),Λi(2):
Λi(1) = {λi ∈ ∆2 : λi1 ≥ λi2}, Λi(2) = {λi ∈ ∆2 : λi2 ≥ λi1}.
Proposicio´n 4.6.1. El conjunto de equilibrios para el juego con informacio´n so-
bre probabilidades GΛ = {(Ai, ui1, ui2,Λi)i∈N} coincide con el conjunto de equilibrios
de´biles del juego {(Ai, viΛ)i∈N}, donde para cada i ∈ N ,
a) Si Λi = Λi(1), entonces
viΛ(q) =
(
ui1(q),
ui1(q) + u
i
2(q)
2
)
.
b) Si Λi = Λi(2), entonces
viΛ(q) =
(
ui2(q),
ui1(q) + u
i
2(q)
2
)
.
Demostracio´n. El resultado se sigue del Teorema 2.3.6, sabiendo que los puntos
extremos del poliedro Λi(1) son (1,0) y (1
2
, 1
2
) y los de Λi(2) son (0,1) y (1
2
, 1
2
). 2
Cuando se incorpora informacio´n parcial en el modelo, el conjunto de equilibrios
sera´ un subconjunto del conjunto de equilibrios del juego bi-escenario original que,
como establece el Teorema 2.2.4, consiste en el conjunto
T = {(q1, q2) : ri1(q−i) ≤ qi ≤ ri2(q−i), i = 1, 2}.
El siguiente resultado identifica los distintos subconjuntos de equilibrios en los
casos en que la informacio´n consiste en ordenaciones de las probabilidades de ocu-
rrencia.
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Teorema 4.6.2. El conjunto de equilibrios utilitaristas para el juego con informa-
cio´n sobre probabilidades GΛ = {(Ai, ui1, ui2,Λi)i∈N} es
a) Si Λi = Λi(1), para i = 1, 2,
T11 = {(q1, q2) : r11(q2) ≤ q1 ≤ R1n(q2), r21(q1) ≤ q2 ≤ R2n(q1)}.
b) Si Λi = Λi(2), para i = 1, 2,
T22 = {(q1, q2) : r1n(q2) ≤ q1 ≤ R12(q2), r2n(q1) ≤ q2 ≤ R22(q1)}.
c) Si Λ1 = Λ1(1) y Λ2 = Λ2(2),
T12 = {(q1, q2) : R11(q2) ≤ q1 ≤ r1n(q2), r2n(q1) ≤ q2 ≤ R22(q1)}.
d) Si Λ1 = Λ1(2) y Λ2 = Λ2(1),
T21 = {(q1, q2) : R1n(q2) ≤ q1 ≤ r12(q2), r21(q1) ≤ q2 ≤ R2n(q1)}.
Demostracio´n. Se demuestra de forma ana´loga al Teorema 2.2.4, a partir de las
expresiones de viΛ establecidas en la proposicio´n anterior. 2
No´tese que la unio´n de estos subconjuntos es la regio´n T.
4.6.1.1. Equilibrios conservadores
Cuando las empresas tienen una actitud conservadora, es decir, valoran el re-
sultado mı´nimo de entre los posibles, el estudio se puede reducir al ana´lisis en los
puntos extremos del poliedro de pesos.
Sea Q¯ el u´nico valor de Q, tal que P1(Q¯) = P2(Q¯).
Proposicio´n 4.6.3. En el juego de Cournot bi-escenario con informacio´n sobre
probabilidades, GΛ = {(Ai, ui1, ui2,Λi)i=1,2}, la funcio´n de valor para un agente con-
servador es
a) Si Λi = Λi(1),
vΛ
i
c (q) =
{
ui1(q) si q
1 + q2 ≥ Q¯
ui1(q)+u
i
2(q)
2
si q1 + q2 ≤ Q¯
b) Si Λi = Λi(2),
vΛ
i
c (q) =
{
ui2(q) si q
1 + q2 ≥ Q¯
ui1(q)+u
i
2(q)
2
si q1 + q2 ≤ Q¯
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Demostracio´n. De la Proposicio´n 2.3.9, se sigue que
Si Λi = Λi(1), entonces vΛ
i
c (q) = mı´n
{
ui1(q),
ui1(q)+u
i
2(q)
2
}
.
Si Λi = Λi(2), entonces vΛ
i
c (q) = mı´n
{
ui2(q),
ui1(q)+u
i
2(q)
2
}
.
Y de aqu´ı las expresiones de las funciones de valoracio´n. 2
La identificacio´n de los equilibrios conservadores cuando los dos agentes dispo-
nen de la misma informacio´n puede hacerse a partir del Teorema 4.4.3, teniendo
en cuenta la equivalencia del juego con informacio´n sobre probabilidades GΛ =
{(Ai, ui1, ui2,Λi)i=1,2} con los juegos de Cournot transformados.
Sean (c∗1, c
∗
1), (c
∗
2, c
∗
2) los equilibrios de Cournot en los dos escenarios y (c
∗
n, c
∗
n)
el equilibrio neutral. Sea (z∗1k , z
∗2
k ), k = 1, 2, los puntos de interseccio´n de la mejor
respuesta de la empresa 1 si manifiesta una actitud neutral ante el riesgo, R1n, y la
mejor respuesta de la empresa 2 en el escenario k, r2k. Puesto que las funciones de
demanda inversa son ide´nticas en cada escenario, (z∗2k , z
∗1
k ), k = 1, 2 es la interseccio´n
de la mejor respuesta de la empresa 1 en el escenario k, r1k, y la mejor respuesta
neutral de la empresa 2, R2n.
En el siguiente resultado se identifican los equilibrios con informacio´n sobre pro-
babilidades en cada caso.
Teorema 4.6.4. El conjunto de los equilibrios conservadores del juego de Cournot
G = {(Ai, ui1, ui2)i∈N} con informacio´n sobre probabilidades viene dado por
a) Cuando Λ = Λ1(1)× Λ2(1),
a1) Si Q¯ ≤ 2c∗1, entonces Ec(G) = {(c∗1, c∗1)}.
a2) Si 2c∗1 < Q¯ < 2c
∗
n, entonces Ec(G) = T11 ∩ L.
a3) Si Q¯ ≥ 2c∗n, entonces Ec(G) = {(c∗n, c∗n)}.
b) Cuando Λ = Λ1(2)× Λ2(2),
b1) Si Q¯ ≤ 2c∗n, entonces Ec(G) = {(c∗n, c∗n)}.
b2) Si 2c∗n < Q¯ < 2c
∗
2, entonces Ec(G) = T22 ∩ L.
b3) Si Q¯ ≥ 2c∗2, entonces Ec(G) = {(c∗2, c∗2)}.
c) Cuando Λ = Λ1(1)× Λ2(2),
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c1) Si Q¯ ≤ z∗11 + z∗21 , entonces Ec(G) = {(z∗21 , z∗11 )}.
c2) Si z∗11 + z
∗2
1 < Q¯ < z
∗1
2 + z
∗2
2 , entonces Ec(G) = T12 ∩ L.
c3) Si Q¯ ≥ z∗12 + z∗22 , entonces Ec(G) = {(z∗12 , z∗22 )}.
d) Cuando Λ = Λ1(2)× Λ2(1),
d1) Si Q¯ ≤ z∗11 + z∗21 , entonces Ec(G) = {(z∗11 , z∗21 )}.
d2) Si z∗11 + z
∗2
1 < Q¯ < z
∗1
2 + z
∗2
2 , entonces Ec(G) = T21 ∩ L.
d3) Si Q¯ ≥ z∗12 + z∗22 , entonces Ec(G) = {(z∗22 , z∗12 )}.
Obse´rvese que cuando existen equilibrios conservadores del juego de Cournot
original esta´n en el subconjunto de equilibrios del juego con informacio´n sobre pro-
babilidades, entonces estos equilibrios conservadores del juego original son tambie´n
equilibrios conservadores del juego con informacio´n. Adema´s, en estos juegos el precio
y la cantidad total son conocidos previamente. No obstante, si no existen equilibrios
conservadores del juego original en la regio´n de equilibrios del juego con informa-
cio´n, entonces el equilibrio del juego con informacio´n existe y es u´nico, no pudiendo
establecerse a priori el precio.
4.6.2. Equilibrios con probabilidades ordenadas para fun-
ciones de demanda inversa lineales
Dadas las especiales caracter´ısticas de los modelos cuando se consideran funciones
lineales, realizamos a continuacio´n un ana´lisis de los equilibrios con informacio´n
sobre las probabilidades de ocurrencia de los escenarios, para funciones de demanda
inversa lineales. Sean las funciones P1(Q) = a1 − b1Q y P2(Q) = a2 − b2Q.
Equilibrios con probabilidades ordenadas
Los conjuntos de equilibrios, aplicando el Teorema 4.6.2, son
a) Si Λi = Λi(1), para i = 1, 2,
T11 = {(q1, q2) : a1
3b1
− q
2
2
≤ q1 ≤ a1 + a2
3(b1 + b2)
− q
2
2
,
a1
3b1
− q
1
2
≤ q2 ≤ a1 + a2
3(b1 + b2)
− q
1
2
}.
b) Si Λi = Λi(2), para i = 1, 2,
T22 = {(q1, q2) : a1 + a2
3(b1 + b2)
− q
2
2
≤ q1 ≤ a2
3b2
− q
2
2
,
a1 + a2
3(b1 + b2)
− q
1
2
≤ q2 ≤ a2
3b2
− q
1
2
}.
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c) Si Λ1 = Λ1(1), y Λ2 = Λ2(2),
T12 = {(q1, q2) : a1
3b1
− q
2
2
≤ q1 ≤ a1 + a2
3(b1 + b2)
− q
2
2
,
a1 + a2
3(b1 + b2)
− q
1
2
≤ q2 ≤ a2
3b2
− q
1
2
}.
d) Si Λ1 = Λ1(2), y Λ2 = Λ2(1),
T21 = {(q1, q2) : a1 + a2
3(b1 + b2)
− q
2
2
≤ q1 ≤ a2
3b2
− q
2
2
,
a1
3b1
− q
1
2
≤ q2 ≤ a1 + a2
3(b1 + b2)
− q
1
2
}.
Obse´rvese que la unio´n de estos conjuntos es la regio´n T, y que cada uno de los
cuatro subconjuntos es la envolvente convexa de sus cuatro puntos extremos.
Equilibrios conservadores con probabilidades ordenadas
Aplicando el Teorema 4.6.4, los equilibrios conservadores son los siguientes
a) Cuando Λ = Λ1(1)× Λ2(1),
a1) Si Q¯ ≤ 2a1
3b1
, entonces Ec(G) = {( a13b1 , a13b1 )}.
a2) Si 2a1
3b1
< Q¯ < 2(a1+a2)
3(b1+b2)
, entonces Ec(G) = T11∩{(q1, q2) : q1 +q2 = a1−a2b1−b2 }.
a3) Si Q¯ ≥ 2(a1+a2)
3(b1+b2)
, entonces Ec(G) = {( a1+a23(b1+b2) , a1+a23(b1+b2))}.
b) Cuando Λ = Λ1(2)× Λ2(2),
b1) Si Q¯ ≤ 2(a1+a2)
3(b1+b2)
, entonces Ec(G) = {( a1+a23(b1+b2) , a1+a23(b1+b2))}.
b2) Si 2(a1+a2)
3(b1+b2)
< Q¯ < 2a2
3b2
, entonces Ec(G) = T22∩{(q1, q2) : q1+q2 = a1−a2b1−b2 }.
b3) Si Q¯ ≥ 2a2
3b2
, entonces Ec(G) = { a23b2 , a23b2 )}.
c) Cuando Λ = Λ1(1)× Λ2(2),
c1) Si Q¯ ≤ c∗1 + c∗n, entonces Ec(G) = {(2c∗1 − c∗n, 2c∗n − c∗1)}.
c2) Si c∗1+c
∗
n < Q¯ < c
∗
2+c
∗
n, entonces Ec(G) = T12∩(q1, q2) : q1+q2 = a1−a2b1−b2 }.
c3) Si Q¯ ≥ c∗2 + c∗n, entonces Ec(G) = {(2c∗n − c∗2, 2c∗2 − c∗n)}.
d) Cuando Λ = Λ1(2)× Λ2(1),
d1) Si Q¯ ≤ c∗1 + c∗n, entonces Ec(G) = {(2c∗n − c∗1, 2c∗1 − c∗n)}.
d2) Si c∗1 + c
∗
n < Q¯ < c
∗
2 + c
∗
n, entonces Ec(G) = T21 ∩ {(q1, q2) : q1 + q2 =
a1−a2
b1−b2 }.
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d3) Si Q¯ ≥ c∗2 + c∗n, entonces Ec(G) = {(2c∗2 − c∗n, 2c∗n − c∗2)}.
Si hay multiplicidad de equilibrios, en todos ellos el precio es el mismo: a2b1−a1b2
b1−b2 ,
y la cantidad total es a1−a2
b1−b2 .
Ejemplo 4.6.5. Continuamos con el Ejemplo 4.3.6 donde las funciones de demanda
inversa lineales son P1(Q) = 32− 50Q y P2(Q) = 1−Q. El conjunto de equilibrios
del juego de Cournot con dos escenarios viene dado en la Figura 4.11, donde adema´s
esta´n representados los conjuntos de equilibrios utilitaristas T11, T12, T21 y T22, en
los que cada agente considera que la probabilidad de ocurrencia de un escenario no
es menor que la probabilidad de ocurrencia del otro.
q2
q1
r11
r21
T22
r22
R1n
R2n
r12
T21
T11
T12
Figura 4.11. Conjuntos de equilibrios con probabilidades ordenadas. Caso lineal.
Cada uno de estos conjuntos es la envolvente convexa de sus puntos extremos,
as´ı
T11 = con{(1151 , 1151), (1675 , 1675), ( 2781275 , 2691275), ( 2691275 , 2781275) }.
T22 = con{(13 , 13), (1151 , 1151), (2351 , 551), ( 551 , 2351) }.
T12 = con{( 551 , 2351), ( 2691275 , 2781275), (1151 , 1151), ( 775 , 3475 }.
T21 = con{(2351 , 551), ( 2781275 , 2691275), (1151 , 1151), (3475 , 775) }.
Cuando los agentes son conservadores, los equilibrios aparecen en la Figura 4.12.
a) Si Λi = Λi(1), para i = 1, 2, Ec(G) = {(1151 , 1151)}.
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b) Si Λi = Λi(2), para i = 1, 2, Ec(G) = {(q1, q2) : q1 + q2 = 3149 , 1349 ≤ q1 ≤ 1849}.
En todos los equilibrios el precio es el mismo 18
49
y la cantidad total de producto
tambie´n es la misma: 31
49
.
c) Si Λ1 = Λ1(1), y Λ2 = Λ2(2), Ec(G) = {( 551 , 2351)}.
d) Si Λ1 = Λ1(2), y Λ2 = Λ2(1), Ec(G) = {(2351 , 551)}.
q2
q1
Q¯23
51
11
51
5
51
23
51
11
51
5
51
Figura 4.12. Equilibrios conservadores con probabilidades ordenadas. Caso lineal.
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Conclusiones
La investigacio´n realizada en esta tesis proporciona un ana´lisis innovador de los
modelos estrate´gicos en los que las preferencias de los agentes son incompletas y
pueden representarse mediante utilidades multidimensionales. Con ello, se extiende
el estudio de los modelos de juegos no cooperativos a un marco ma´s general donde
pueden encuadrarse como caso particular los resultados cla´sicos, y ofrece soluciones
alternativas de los modelos econo´micos de interaccio´n estrate´gica, que reflejan ma´s
fielmente ciertos aspectos cruciales.
En primer lugar, en relacio´n con el concepto de equilibrio para juegos estrate´gicos
con funciones de utilidad vectoriales, hemos establecido una caracterizacio´n de los
equilibrios mediante funciones de escalarizacio´n basadas en representaciones maxi-
min de las preferencias. La principal y relevante diferencia con las caracterizaciones
ya existentes, basadas en escalarizaciones aditivas, radica en la aplicabilidad a un
campo ma´s amplio de problemas, dado que no es preciso que se cumplan hipo´tesis
de convexidad.
Asimismo, hemos introducido, en un marco general, la posibilidad de incluir
informacio´n parcial sobre las preferencias de los agentes, proporcionando un pro-
cedimiento para determinar los equilibrios. Esto conlleva la posibilidad, tanto para
equilibrios utilitaristas como para equilibrios maximin, de considerar diversas actitu-
des de los agentes, tales como un comportamiento conservador, optimista o neutral
ante el riesgo.
Hemos puesto de manifiesto la potencialidad de esta teor´ıa al analizar las im-
plicaciones que tiene alterar dos supuestos esenciales en los modelos econo´micos
tradicionales: la bu´squeda del propio intere´s y la certidumbre. Este ana´lisis requiere
el tratamiento multidimensional de la utilidad de los agentes.
Dada la importancia que tiene el tema de una economı´a sostenible hemos ana-
lizado con esta metodolog´ıa los modelos de bienes comunales. Con la introduccio´n
de preferencias sociales, en las que cada individuo no so´lo considera su beneficio
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sino el beneficio de todos y cada uno de los usuarios del recurso comunal, ponemos
de manifiesto que no son necesarias ni la intervencio´n del estado ni la asignacio´n
de derechos de propiedad de recursos comunes para evitar su agotamiento, puesto
que existen equilibrios en estos modelos que evitan la tragedia de los comunes. De
esta forma, concluimos que la sostenibilidad de los recursos no aparece como algo
an˜adido sino como una implicacio´n del propio modelo, por lo que podr´ıamos hablar
de los microfundamentos de la sostenibilidad.
Con motivo de la reciente crisis econo´mica, muchas empresas se han planteado
conciliar la eficacia empresarial con determinados principos sociales. Este nuevo
marco empresarial nos ha llevado al estudio del oligopolio de Cournot con empresas
socialmente responsables. Para ello, hemos considerado que las empresas, adema´s
de su propio beneficio, incluyen en su funcio´n de utilidad los intereses de otros
agentes econo´micos, concretamente de los consumidores. Con este planteamiento
las empresas tienen funciones de utilidad vectoriales. Lo que hemos denominado
responsabilidad social positiva engloba dos posibles situaciones, que las empresas
este´n asumiendo una externalidad positiva, o bien que sencillamente integren en
su funcio´n de utilidad los intereses de los consumidores por determinados bienes
privados que no generan por s´ı mismo un fallo del mercado. Asimismo, lo que hemos
denominado responsabilidad social negativa no tiene por que´ interpretarse como una
perversio´n de la empresa que intenta perjudicar a los consumidores, sino como una
forma de modelizar la internalizacio´n de una externalidad negativa por parte de la
empresa, lo que supone tambie´n un comportamiento social. En este caso, tambie´n es
cierto que, si aplicamos la responsabilidad social negativa a un bien privado que por
s´ı mismo no genera un fallo del mercado, nos acercar´ıamos a la solucio´n colusoria,
que consiste en llegar a un acuerdo con el objeto de actuar conjuntamente.
Con este tratamiento diverso de la responsabilidad social, si la interpretamos
como asuncio´n de externalidades, basta con que exista una empresa socialmente
responsable para que el equilibrio que se alcance sea ma´s eficiente en el sentido
econo´mico. Asimismo, si estamos tratando con bienes privados que no generan un
fallo del mercado, es suficiente con que una empresa tenga responsabilidad social
positiva y la otra sea maximizadora de beneficios para que se reduzca el coste social,
e incluso aunque una tenga responsabilidad social positiva y la otra responsabilidad
social negativa, existen determinados casos en los que las situaciones de equilibrio
generan una disminucio´n del coste social en relacio´n al coste social en el tradicional
oligopolio maximizador de beneficios. En cualquier caso, siempre existen equilibrios
que reducen el coste social.
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Para analizar las consecuencias de alterar el supuesto cla´sico de certidumbre
consideramos funciones de utilidad multidimensionales. Nos hemos centrado en la
incertidumbre sobre la demanda cuando existen dos posibles escenarios futuros y las
empresas manifiestan diversas actitudes hacia el riesgo. Destacamos que para el caso
de empresas neutrales, o cuando una es neutral y otra conservadora, siempre existe
equilibrio y es u´nico. Sin embargo, cuando una de las empresas es optimista no se
puede asegurar la existencia de equilibrio, si bien hemos establecido las condiciones
para que existan equilibrios y el procedimiento para determinarlos.
Como caso particular, con funciones de demanda lineales, si todas las empresas
son optimistas existe equilibrio, y en el caso en que las dos empresas manifiestan
actitudes distintas, si hay una empresa optimista y existe equilibrio, entonces e´ste
es u´nico. Asimismo, una conclusio´n interesante es que, cuando todas las empresas
son conservadoras, la situacio´n que lleva a que los equilibrios sean mu´ltiples conlleva
una cantidad total del mercado y un precio conocidos previamente, sea cual sea el
escenario que finalmente ocurra.
Cuando existe cierta informacio´n sobre las probabilidades de ocurrencia de los
escenarios, realizamos un estudio de los equilibrios que los agentes alcanzar´ıan va-
lorando la utilidad esperada. Un caso particularmente interesante es en el que los
agentes consideran que las probabilidades de ocurrencia esta´n ordenadas, ya que en
este caso siempre existen equilibrios conservadores. No obstante, estos equilibrios
no tienen por que´ coincidir con los equilibrios conservadores del modelo original.
Cuando no se da esta coincidencia, so´lo existe un equilibrio conservador del modelo
con probabilidades ordenadas, que no esta´ asociado a los precios conservadores del
modelo original.
La versatilidad del modelo general planteado proporciona una herramienta ple-
namente funcional que se puede aplicar a situaciones muy diversas, lo que permi-
tira´ ampliar el estudio en un futuro a otros problemas de ı´ndole econo´mica que
sean susceptibles de analizarse con funciones de utilidad vectoriales y preferencias
incompletas.
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